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|. ALGEBRĂ BOOLEANĂ 


1.1. Noţiunea de algebră booleană , 


1.1.1. Latice 


In cadrul aritmeticii şi algebrei sînt studiate diferite operaţii cu numere 
In logica matematică s-au introdus operaţii ca: disjuncţi conjuneţia sau 
negația propoziţiilor. In cazut mulțimii părților unei mulțimi s-au întîlnit 
operaţiile de reuniune, intersecţie şi complementară. Operaţiile amintite se 
deosebesc mult între ele, în primul rînd pentru că se efectuează asupra unor 
elemente aparținînd unor mulţimi diferite. 

Este cunoscut că operaţiile pot avea sau nu anumite proprietăţi. Operații 
diferite, care se efectuează asupra unor elemente distincte, pot avea aceleaşi 
proprietăţi. De exemplu, adunarea, înmulţirea, reuniunea, intersecţia, con- 
juncţia şi disjuncţia sînt operaţii comutative şi asociative. 

Asemănarea unor operaţii din punctul de vedere al proprietăţilor pe care 
le posedă a dus la ideca de a nu se ţine seama de semniiicaţia concretă a acestor 
operaţii sau a elementelor mulţimii pe care sînt definite, ci de a se“lua în con- 
siderare numai proprietăţile lor comune, Trecerea de la operaţii determinate 
la operaţii nedeterminate este asemănătoare cu trecerea de la aritmetică la 
algebră, adică de la efectuarea unor operaţii cu numere cunoscute, la operaţii 
cu numere necunoscute. 

Dacă pe o mulţime sînt definite una sau mai multe operaţii, care au anumite 
popitătăți vom spune că mulţimea a fost dotată cu o structură algebrică. 
Mulțimea însăși, împreună cu operaţiile definite, se numește uneori algebră. 
Desigur, denumirea sugerează unele asemănări cu algebra obișnuită, dar trebuie 
subliniate cele două sensuri ale cuvîntului algebră și anume ramură a matema- 
ticii, respectiv mulțime dotată cu o anumită structură. 

Algebra booleană este un caz particular de algebră, operaţiile definite tre- 
buind să satisfacă anumite relaţii bine determinate. Benlru a ajunge la deti- 
miţia structurii de algebră booleană se va prezenta mai întîi o structură mai 
simplă, denumită latice. 

Definiţie. Se numeşte latice o mulțime nevidă M înzestrată cu două o; eraţii bi- 
nare, notate M şi LI, astfel încit pentru oricare elemente a, b, ce M să [ie valabile 
următoarele proprietăţi : 


l.anb=bma VW. aub=bua (comutativitate) 

2 (anbne=aNbnd 2. (aubue=autbuo 
(asociativitate) 

3. an(aub)=a 3. au (45) = a (absorbţie) 


O 1atice se notează < M, N, LU >. Dacă nu există posibilitatea unei confuzii, 
notația poate fi simplificată, renunțind la specificarea celor două operaţii. 
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Exemple 

1. Mulțimea părților unei mulțimi M notată 2(M), înzestrată cu operațiile de intersecție şi 
reuniune formează o latice. Proprietăţile 1, 2 şi 3 pentru intersecție, respectiv 1”, 2 şi 3! 
pentru reuniune sînt cunoscute din teoria mulțimilor. Această latice poate fi notată = 2(M), 

ji ee 

2. Să Ii ezăita muzică, TAGaELUGE pot vE 2 iute patircal e, Această dj iăi pată 
fi înzestrată cu două operaţii binare, care corespund calculului celui mai mare divizor comun 
şi calculului celui mai mic multiplu comun. Astfel a T1 b = emmade (a, 6), iar au b = cmmme 
(a, b). Proprietăţile 1, 2, VW şi 2" sînt cunoscute, rezultind direct din definițiile cmmde şi 
emmme. Proprietatea 3 se poate demonstra astfel: deoarece a LJj b este cmmme al nume: 
relor a şi b, rezultă că a Lu b este un multiplu al numărului a; în acest caz a 71 (a u b) adică 
cmmde al numerelor a şi d Lu B, nu poate îi decit a. Analog se demonstrează şi proprieta- 
tea 3. Această mulţime formează o latice, care poate îi notată — V, emmde, emmme >, 
unde V = (| x este un divizor pozitiv al lui 4). 


Observaţie. Analizind cele şase proprietăţi din definiţia dată unei latice se remarcă unele simila- 
rităţi. Astfel, înlocuind în oricare dintre proprietăţi o operaţie prin cealaltă (şi reciproc) se 
obtine tot o proprietate din definiţie. Aşadar, se poate enunţa principiul dualității pentru latice, 
care are formularea : 

Dacă într-o propoziţie adevărată din teoria laticelor se înlocuiește o operaţie prin cealaltă (si 
reciproc) se obţine de asemenea o propoziție adevărată. 

Această a doua propoziţie este numită propoziția duală corespunzătoare primei propozitii; 

Principiul dualității permite să se evite demonstrarea unei propoziţii atunci cînd propoziţia 
sa duală este demonstrată. 


Propoziţie. In orice latice L, pentru orice element a < 1. sînt adevărate relaţiile 

aua=—aşiaNa=a. 

Demonstraţie. Din proprietatea 3 rezultă a — a M (ay b), astiel că 
aua=au(ant(aub). 

Notînd a LU bcu c, deoarece c e L rezultă conform proprietăţii 3 a uu (a NM c) = 

= a, astfel că aua=a. 

Analog aa =aM(au (ab) =aN(abd) = a, unde s-a notat ab 

cu d. 


Observaţii 
1. In orice latice se poate introduce o relaţie de ordine, notată £, astfel: aC bmaLb=b: 
Se verifică uşor că sînt adevărate cele trei proprietăţi ale unei relaţii de ordine şi anume : 


1) reflexivitat 


a a, deoarece aja=a; 


2) tranzitivitate: ac b şi bC coate, deoarecedinayb = bşibyc= crezultă 


aue=au(bud)=(aubue=bue : 


3) antisimetrie : ac bib Ca=a=b, deoarece din ab = bşib ia = arezultă 


a=bua=aub= 
2. Se poate arăta că relaţia de ordine poate fi definită şi prin : 


ac boanb=a. 


Intr-adevăr, dacă au b = B, atunci 
aNb=an(aub)=a şi, similar, 
dacă aM b = a, atunci 
aub=(aNbub=bubNa=. 
In cazul celor două exemple de latice, relaţia de ordine corespunde retaţiei de incluziune 
a două mulţimi şi respectiv relaţiei de divizibilitate a două numere. 


Definiţie. Simbolul p se numeşte prim element în laticea L dacă pentru orice 
xe L este adevărată relația p LC x. Analog, u se numeşte ultim element în lati- 
cea L dacă pentru orice x e L. este adevărată relația x Cu. 


Propoziţie. In orice latice finită există un prim element p şi un ultim element u 
în raport cu relaţia de ordine C.. 


Demonstraţie. Fie L = fa, as, ..:, au. Să arătăm că 

p= a Nam... Ma, (parantezele au fost omise datorită asociativităţii). 
Fie x e L un element oarecare al laticei £. Presupunînd că acest clement se 
află în poziţia i, putem considera x — a.. 


Astiel 
pn=ta Nan... Nan... Ma) Na 
= a Nam... Map, 
adică pC x. 
Similar, 4 — a Li aaLu -:- LI] a, deoarece 
uu x = (aa -:: Daia -:: Lia) a = 
= aa s-au, 


adică x Cu. 


Definiţie. Dacă într-o latice L, pentru oricare elemente a, b, ce L sint satisfeicule 
relaţiile 

au (bmo=(aubm(auo, 

aN (buc) =(anb)u(amo), 
Laticea se numeşte latice distributivă. 


Exemple 


1. Laticea < ?(M), D, U > este distributivă deoarece operaţiile de reuniune şi intersecţie 
din teoria multimilor sînt distributive una faţă de cealaltă. 


2. Laticea < (x| x este divizor pozitiv al lui £), cmmdc, cmmme > este distributivă deoarece 
pentru oricare trei numere a, b, c e N sînt adevărate relaţiile 
emmme (a, cmmde (6, c)) = emmde (emmme (a, 6), cmmme (a, c)) şi 
emmdc (a, cmmme (8, c) = ecmmme (emmdc (a, 6), cmmde (a, 0). 


3. Fie mulţimea poligoanelor convexe din plan pentru care definim operaţiile N şi Ly astfel: 
3) P.M P,= P, N Ps, adică intersecţia din teoria mulțimilor aplicată celor două multimi 
de puncte ale suprafeţelor poligonale P, şi P,. 


b) P, Lu Peste cel mai mic poligon convex 
care conţine pe P. U P.. 


Aceste operaţii verifică relaţiile din definiția 
3 pp unei latice (vezi ex. 6). Să arătăm ci această 
a latice nu este distributivă. 
ÎL Doe Fie P=AABC, P.=AABIC, şi Pi= 
ZI = AA:B:C, (Vezi fig. LI). 
P.u Pr = ABCICBAz 
8 c PD (P,u Pi) =AEBICIC:E,, 
Dire) PN P.=ACID:En 


PN P4= ACID:E, 
(PN POL(PN P4) = D.EICICE- 
Se observă că ABICIC,E, 4 DiBICICEDa. 


Observaţii 


1. Cele două relaţii din definiţia unei latice distributive sînt duale una în raport cu cealaltă, 
astfel că principiul dualității este valabil şi în laticele distributive. 


2. Se poate arăta că într-o latice cele două condiţii de distributivitate sint echivalente (vezi 
exerciţiul 7). 


1.1.2. Latice distributive și complementate 


Definiţie. O Zatice distributivă = L, m, Lu > se numeşte complementată dacă 
sint îndeplinite următoarele condiţii + 


1. există un element neutru u pentru operația MI (denumit element universal), 
care satisface relația 


aNu = a pentru orice a & L; 


2. există un element neutru n pentru operația Li (denumit element nul), care 
satisface relaţia 
aun =—a pentru orice ae L; 
3. pentru orice element a « L există un element complementar ă e L, care satis- 


face relațiile 


aNă=n şi 
abă=u. 
Exemple 


1. Laticea < ?(M), N, U > este o latice distributivă complementată, deoarece mulţimea M 
este element neutru pentru intersecţie, mulţimea vidă O este element neutru pentru reuniune, 
iar pentru orice mulțime A & M, mulțimea GyyA = M — A este o mulţime complementară 
a mulţirnii A. 


2. Dacă numărul £ este compus doar din factori primi la puterea 1, atunci laticea < (x | x este 
divizor pozitiv al lui £), cmmdc, cmmme > este distributivă şi complementată. 


Numărul £ este element neutru pentru prima operaţie, deoarece cmmde (+, k) = x pentru 
orice x divizor pozitiv al lui £, iar numărul | este eleinent neutru pentru ă doua operație 
deoarece emmme (x, 1) = x pentru orice x. 


Dacă pentru un etement x considerăm numărul E, atunci cmmde (+) = 1şiemmme 
3 = 

E 

este 


(+5) = A, deoarece aceste numere nu au divizori comuni. Rezultă, deci, că numărul 
E 

fomplementar numărului e. 

Dacă numărul £ are factori primi la puteri mai mari decit 1, atunci laticea divizorilor nu este 
complementată. Considerind £ = 60 = 2:-3-5, nu se poate găsi pentru numărul 10 un nu 
mâr care șă satisfacă condițiile de complementaritate. Prima condiție este satisfăcută de 
numerele, ! şi 3 care nu satisfac însă și eca de-a doua condiţie (emmme (10, 1)== 107460 şi 
emmme (10 3) 30 34 60). 


Propoziție. Într-o laice distributivă şi complementată fiecare element are un singur 
element complementar. 


Demonstraţie. Fie o lalice distributivă şi complementată L şi să presupunem, 
prin reducere la absurd, că există a e L, care are două elemente complemen- 
tare, d şi &', distincte (ă 2 â). 

= ăn (n este element neutru pentru Lu) 

= âu (am ă) (â este fomplement al lui a) 

(ă _a)m (âu ă) (distributivitatea operaţiei Lu față de m) 

um (âwu ă') (ă este complement al lui a) 

ăuă' (u este element neutru pentru m). 


d u(aNă=(4uon(ă'uă 


uN(ă ud =ă'uă. 


Deci 
ă=ăuă 
= ă' Dă (comutativitatea operaţiei 1) 


=, 
în contradicţie cu ipoteza ă 
Definiţie. O fatice distributivă şi complementată se numeşte algebră booleană. 
O algebră booleană se va nota < A, N, u, „un >. 


Observaţii 

1. Putem considera, în virtutea tcoremei precedente, că într-o algebră booleană se poate defini 
o operație unară, care constă din luarea complementului unui element, astfel că într-o al- 
gebră booleană sc poate spune că există trei operații 7, Lj şi =. Într-o algebră booleană cele 
trei operații sint notate, de obicei, -*, „+: şi „+, iar cele două elemente neutre sînt notate, 
respectiv, prin 1 şi 0. 

2. Condiţiile din definiţia algebrei booleene nu sint independente. S-a arătat, de exemplu, că 
pentru o latice distributivă este suficientă numai una dintre cele două condiţii din definiție. 
Se poate arăta că pentru a defini o algebră booleană este suficient ca pentru oricare ele- 
mente a, b, c să fie adevărate relaţiile 

ab = ba, a+b=b+a:; 
(a +ba+o0; 


al=a a+0=a:; 


a(b +0 = ab + ac, a+be 


aă=0, 


Celelalte relații, adică 
(ac = a(bo), (a+b) +c=a+(b+o; 
aa +b)=a,a+ab=a 


putind fi deduse din primele. 

3. Elemgatul nul este prima element, iar elementul universal este ultim element (vezi exerci- 
țiul 8). 

4. S-a arătat, de către Stone, că orice algebră booleană finită < A, -. -k, = 1.0 > poate fi pustii 
în corespondență bijectivă cu mulțimea părților unei mulțimi finiie 'M, care este de ase: 
menca, o algebră boolcană < 2(M), (1, U. Gaz, M, O >. In acest fel rezultă că numărul 
de elemente dintr-o algebră booleană finită A este 2", unde ni reprezintă numărul de elemente 
ale mulţimii finite M asociate algebrei booleene A. 


In continuare, se vor prezenta două exemple de algebre booleene utilizate 
în tehnica de calcul. 
Algebra Ba. 
Algebra B, este algebra booleană formată din două elemente. Aceste elemente 
vor Îi chiar elementele neutre ale celor două operaţii : O şi 1. Putem considera 
că această algebră este cea mai simplă algebră booleană. Cele trei operaţii ale 
ci se definesc astfel: 


0+0=0, 0-0 =0, P=1, 
0+1=1, 0-1 =0, =0. 
14+0=1, 1-0 =0, 
+=, 1 =1 


Pentru a arăta că relaţiile din definiţia algebrei booleene sînt satisfăcute, se 
verifică egalităţile înlocuind elementele a, b, c cu 0, şi 1, în toate combinaţiile 
posibile. De exemplu, absorbţia poate îi verificată ca în tabelul I.1. 


a | [ă | a+b ata + b) ab | a+ ab 

(D (2) (3) (4 (5) (6) 

o [) [) o [) 0 

0 1 1 [) o [) 

i [) 1 1 0 1 

1 1 1 1 1 1 
Tabelul 1.1 


Identitatea coloanelor (1), (4) şi (6) demonstrează valabilitatea relaţiilor a = 
= a(a+ b) =a+ ab. 

Se observă că operaţia - coincide cu înmulţirea aritmetică, însă operaţia + 
este diferită de adunarea aritmetică, deoarece 1 + 1 = 1. Găsim, de exemplu, 
a+ b = max (a, b), pentru orice a, b e Ba. 

Această algebră a avut o deosebită importanţă în evoluţia calculatoarelor. O 
însemnată contribuţie teoretică şi practică în domeniul algebrelor booleene şi 
al aplicaţiilor lor a adus matematicianul român Grigore C. Moisil 
(1906—1973). 
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Fig. 1.3 


Elementele algebrei B, pot fi interpretate ca reprezentind cei doi dipoli (reţea 
cu două borne) din figura 1.2. 
Operațiile - şi +- sînt interpretate ca legarea dipolilor în serie, şi respectiv, în 
paralel. Doi dipo! nt consideraţi echivalenți dacă amindoi, fie permit trecerea 
curentului electric, fie nu o permit. 
Se poate observa, în figura 1.3, că această interpretare este în concordanţă 
cu definiţia celor două operaţi 
Operația de complementare se interpretează analog şi corespunde la schimbarea 
stării dipolului. Astfel, dacă dipolul permite trecerea curentului, dipolul com- 
plementar nu o va permite (Şi invers). 


Algebra propozițiilor 

Tn cadrul mulţimii propoziţiilor se pot defini operaţiile de disjuncţie, conjuncţie 
şi negaţie. Dacă se consideră egale propoziţiile echivalente, atunci relaţiile 
de comutativitate, asociativitate şi distributivitate corespunzătoare acestor 
operaţii sînt satisfăcute. Elementul universal este format de clasa tautologiilor 
(propoziţii întotdeauna adevărate), iar elementul nul este reprezentat de clasa 
contradicţiilor (propoziţii întotdeauna false). Se verifică uşor că aceste ele- 
mente neutre satisfac relaţiile din definiţia unei algebre booleene. Deci, mulţimea 
claselor de echivalență a propoziţiilor formează o algebră booleană, fiecare 
clasă conținînd propoziţii echivalente logic. 


1.1.3. Exerci 


1. Să se arate că relaţia 
xuwm2=&upz 


este verificată în orice latice dacă : 


k. 


2. O latice pentru care este verificată relaţia 
xuwn2 


dacă x C 2, se numeşte latice modulară; 
Să se arate că orice latice distributivă este jnodulară. 


3. Fie A = fas, ay ---+ au), o mulţime de numere reale pe care se definesc operaţiile Lu şi m 


max(a, b) şi am b = min(a, b). 
a) Să se arate că A este o latice distributivă. 
b) In ce condiţii A este o algebră booleană ? 
4. Fie M mulţimea divizorilor lui 30. 
a) Să se arate că laticea < M, cmmdc, cmmme > este o algebră booleană. 
b) Cite elemente are mulțimea M ? 
c) Care este complementul lui 6? 


5, Să se arate că în orice algebră booleană sînt adevărate următoarele relaţii : 
a) aa=a, 


(principiul dublei negatii) 


(formulele lui De Morgan). 
a+8. 
6. Să se arate că mulțimea poligoanelor convexe din plan pentru care se definesc operaţiile N 
şi Lu astfel: 
P, N Pa = P,) P, (intersecţia celor două poligoane), 
P, Li Pa cel mai mic poligon convex care contine pe Pa Ps 
este o latice. Care sint primul şi ultimul element al acestei Iatice ? 


7. Să se arate că într-o latice L cele două condiţii de distributivitate sint echivalente, 


8. Să se arate că într-o algebră booleană elementul nul n este prim element, iar elementul uni- 
versal u este ultim element. 


9. Să se efectueze urmiitoarele calcule în algebra H,: 
a) (+0 + 1:01 + 0-0), 


b) ((1:0+ 1) 
e) (0 +T+ 0 


1.2. Funcţii booleene 


1.2.1. Expresii booleene 


Din aritmelică şi algebră se ştie că o expresie este un ansamblu de elemente 
(numere, litere) legate între ele prin simboluri care reprezintă operaţii mate- 
matice. Pentru a indica ordinea în care se efectuează operaţiile, expresiile pot 
conţine și paranteze. 
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In mod asemănător, se pot construi expresii cu elemente dintr-o algebră 
booleană, utilizînd simbolurile celor trei operaţii -, + şi *. 


Definiţie. Se numeşte expresie booleană orice expresie rezultată prin aplicarea 
de un număr finit de ori a operaţiilor +, -, - unor elemente determinate sau nede- 
terminate ale unei algebre booleene. 


Exemple 


1. (a:b) + (ED este o expresie booleană care indică efectuarea operaţiei „-“ între elementele a 
şi b, a operaţiei „+ între elementele c şi 1, a operaţici de complementare a rezultatului ultimei 
operaţii şi a operaţiei „+ între primul rezultat şi ultimul. 


2. Nu orice înşiruire de simboluri poate reprezenta o expresie. Astiel, 4-a:+b, nu esteo expresie 
booleană, deoarece nu respectă definiţia. Simbolurile operaţiilor care apar în acest şir nu 
leagă elementele în mod corect (există doi operatori consecutivi). 


Ordinea în care trebuie efectuate operaţiile dintr-o expresie este determi- 
nată de părti dzala care apar în cadrul expres Scrierea unei expresii poate 
fi simpliticală prin omiterea unor paranteze dacă se introduc reguli de prio- 
ritate a operaţiilor. De obicei, operaţia de complementare are prioritatea cea 
mai mare, fiind urmată de operaţia „ cea mai puţin prioritară fiind ope- 
rația „+“. La fel ca în algebra clasică, în expresiile booleene se poate omite 
simbolul operaţiei „-*. 

Astfel, expresia (a-b) -+ (c-1) se poate scrie ab - cl. 


Definiţie. Fie o expresie booleană cu variabilele x,, Xa, ..., Xm. Se numeşte valoare 
a expresiei booleene, pentru şirul de valori vu, vi, V,, valoarea obținută prin 
înlocuirea în expresie a variabilelor xy, x, ..., Xm cu valorile corespunzătoare 
Vi Us -::5 Un şi efectuarea operațiilor indicate de simbolurile din expresie. 


Exemplu. Valoarea expresiei xy + Xa ++ Xuxa pentru şirul de valori 0, 1, O se obține astiel 


0-0 4- 170 +01 =0+0 +0 ++ 


Definiţie. Două expresii booleene cu aceleaşi variabile se numesc egale (sau echi- 
valente) dacă pentru aceleaşi şiruri de valori ale variabilelor iau valori egale. 

Dacă numărul de elemente din algebra booleană este mic, se poate demon- 
sira egalitatea a două expresii booleene prin verificarea egalităţii valorilor lor 
pentru toate şirurile de valori ale variabilelor. 


Exemplu. In algebra booleană B+ expresia Eu(x, 4) == +y ++ y este egală cu expresia Ea(x, y) = 
x + y, deoarece: 


E4(0, 0)= 00 +0= 0-1 +0=0+0=E40,0); 
EMO, D=0i+1=00+1=0+1=E£40, D); 
EN, 0) = 10 +0 1-1 +0=1+0= EL, 0); 
EU, DA 


110 1=0+ 


14: = Ed 1). 


Egalitatea a două expresii booleene poate fi demonstrată şi prin calcul boolean 
folosind proprietăţile celor trei operaţii booleene. 


Ei 


Astfel, pentru expresiile £, şi E, considerate anterior se poate demonstra ega- 
litatea şi prin: 

Ex psd ty= 

MI + 9) = (comutativitate, distributivitate) 

DI = (principiul terțului exclus) 

=> (I este element neutru pentru „:*) 


Ca reguli de calcul boolean pot fi foloșite atit relaţiile din definiţia algebrei 
booleene cît și alte relaţii stabilite pe baza acestora. 


Exemple de calcul în algebra booleană. 


z asociativitatea adunării 
formula lui De Morgan 
formula lui De Morgan 

= asociativitatea înmulțirii. 

2. abc + abe + abof == ac(b + b) + ab:0 = ac-l + 0= ac. 


1.2.2. Funcţii booleene 


În general, o funcție este definită ca o lege care asociază fiecărui element 
al unei mulţimi (numită domeniu de definiţie) un singur element dintr-o altă 
mulțime (numită domeniu de valori). În concordanță cu mulțimile care alcă- 
tuiesc domeniul de definiţie şi domeniul de valori, funcţiile pot fi, de exemplu, 
funcţii întregi de variabilă întreagă, funcţii raţionale de varia întreagă, 
funcţii reale de variabilă reală. In cele ce urmează, se vor considera funcții 
la care atît domeniul de definiţie cit și domeniul de valori sînt algebre booleene. 
Deoarece în practică algebra booleană cea mai răspindită este algebra Bo 
funcţiile booleene care vor fi studiate vor fi definite astfel: 

Definiţie. Se numeşte funcție booleană (sau funcţie binară) de n variabile, v 
funcție definită pe produsul cartezian Bas x Ba x B, cu valori în mulţi 
mea Ba. Ze ori 
Deoarece domeniul de definiţie este un produs cartezian, un element al dome- 
niului de definiţie este un sistem ordonat alcătuit din n elemente din algebra Bz, 
adică din n elemente 0 sau 1. Pentru fiecare combinaţie de n elemente 0 sau 1, 
funcţia îi asociază un element din algebra B, (adică O sau 1), numit valoarea 
funcţiei booleene pentru sistemul de n elemente considerat. O variabilă care 
ia valori în algebra B, se numește varia- 
bilă booleană. Putem astfel considera că 
funcţiile booleene sînt funcții de una sau 
mai multe variabile booleene. 


Exemplu. Putem defini o funcţie f: B.X B, — B, 
astfel : 


TO, 0) =0, f00, D=0, AL, 0 =0, HI D= 


deoarece Bz x B:;=(0, 0), (0, 1), (î, 0), (1, D)- 
Această funcţie poate fi reprezentată prin diagrama 
Fig. 14 din figura 1.4. 
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1.2.3. Reprezentarea funcţiilor booleene 


Cea mai simplă iormă de reprezentare a unei funcţii booleene este tabelul 
său de valori. Domeniul de definiţie al unei funcţii booleene, Bz, are 2 ele- 
mente astiel că tabelul va conține cele 2” valori corespunzătoare ale funcţiei. 


Exemple 


1. Tabelul de valori pentru funcţia din figura 1.4 este 


e i 10_11 
fl 20 [] CES) 


Tabelul 1.2 


O altă formă a aceluiaşi tabel este următoarea : 


Tabelul 1. 


2. Pentru funcţia din figura 1.5 tabelul de valori poate fi: 


E 000____001 010 011 100 101 110 rii 
e | 1 [) 0 1 0 ] 1 


Tabelul 1.4 


sau 


Xaxs | 00 01 10 1 
x 
o 0170220. 
1 i A 3 pai! 
Tabelul 1.5 


3. Tabelul de valori poate fi alcătuit prin utilizarea unui cod ciclic pentru şirul de valori ale 
variabilelor : 


zii li 000i 101 sili, dl0, 
fo Frig i 70 


Tabelul 1.6 
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Se poata arăta că pentru orice B>xB>x8 
funcţie booleană există o expresie boo- 
leană care o generează. 


Rxemple 
1. Funcţia f: Bi — B, din figura 1.4 poate fi 


generată de expresia x,x,. Aceasta se poate 
scrie : 


Hotie x > ae 


2. Funcţia g: Bi — B, din figura 1.5 poate fi 
generată de expresia xux, + %%s. Deci 


Bei ae E) > eta ot RR Fiu. 15 


Să considerăm expresia (x, + 
tabel de valori este: 


Dora «+ E). Această expresie generează o funcţie al„cărei 


EZRA E Xa Xa Xa e a (eat Eoh(a -l- £a) 
000 1 1 1 1 1 
001 1 1 [) [) [) 
010 [i] [i] 1 1 0 
o [) [) (N) | [i] 
100 1 1 1 1 1 
101 1 i [i] 0 0 
110 0 1 | 1 1 
IL [) | 0 1 1 


Tabelul 1.9 


Se observă că această funcţie coincide cu funcţia generată de expresia xx, + XX. Rezultă 
deci, că aceeaşi funcţie poate fi generată de mai multe expresii booleene. 

Cele 16 funcţii de două variabile, prezentate în tabelul 1.8, pot fi generate de următoarele 
expresii: fo= 0; Pi atat fa Futai Pa ui fa Xa fa tai fa Rua Fr uta 
ao ai Pa > Futai fa > Rae + ai fa si Fu ut Bai n 35 Pa uk a 
Rita ul. 

Funeţiile fe, fa; fn; fans Fie şi [us poartă denumirea de funcţii booleene degenerate de două va- 
riabile, deoarece valoarea lor nu depinde de ambele variabile. Celelalte funcții poartă de- 
numiri variate, care sînt provenite din teoria mulțimilor sau din calculul propoziţional. 


Astiel, se întîlnesc următoarele denumiri : 


În — intersecţie, conjuneţie, și, produs ; 
Fa fa _— intersecţie indirectă; 

în — sumă disjunetivă, sau exclusiv, diferență simetric. 
| — sumă logică, reuniune, disjuncţie, sau inclusiv ; 
f  — funcția nici, funcţia Iui Peirce; 

lă — echivalență ; 


implicație : 
excluziune, funcţia lui Shefter. 


Studierea funcţiilor booleene de două variabile are o importanță deosebită, deoarece se 
demonstrează că funcţiile booleene de trei sau mal multe variabile pot fi descompuse în funcţii 
booleene de două variabile. De exemplu, funcția g(xs, Xa, 4) = xx, + Xa poate fi des- 
compusă astfel 


Bus ae 33) > Palace Xe Tula 3) 


Aşadar, orice funcţie booleană poate fi reprezentată cu ajutorul funcţiilor booleene de două 
variabile, 

Dacă se ține scama de faptul că orice expresie booleană este formată utilizînd cele trei operaţii 
(* + şi —) şi că aceste operaţii corespund funcţiilor f,, [+ şi fu, rezultă că sînt suficiente 
aceste trei funcţii booleene de două variabile pentru a reprezenta orice funcţie booleană. 
In aceste condiţii, funcţia g serisă mai înainte poate fi descompusă astfel : 


(Peru 30. PilPustea, 0), Paste 00). 
Utilizind formulele lui De Morgan se poate serie că: 
Peas 3 > Palas 0), Pasta 00), 0) şi 
Pie 3) > Pal Pal Pstoeas 0), fst 0), 0), 


ceea ce permite să se afirme că orice funcție booleană poate fi reprezentată cu ajutorul a 
numai două funcţii booleene de două variabile : fie f, şi fus, fie /, şi fus. Aceeaşi funcţie g 
considerată anterior, se poate scrie de exemplu : 


Blu Xa 4) > DP x, 0), Fo Pi(Pastitae 0), Pasta, 09), 0), 
O proprietate remarcabilă o au însă funcţiile f, şi f.. Relaţiile: 


Înot Xa) > Pilula 0), fala 0): 

altu Xa > Pilula x), 0); 

Poate) = ale, 0) 

permit ca prin înlocuirea funcţiilor /,. f, şi fua, cu expresiile indicate să se poată găsi pentru 
orice funcţie booleană o reprezentare care să utilizeze numai funcţia f, (funcţia lui Peirce). 
Astiel, funcţia g poate fi reprezentată sub forma : 


Bus Xa x) > PP Palate 0, fata 00), Fulota, x), 0), 
deoarece g(t Xa, Xa) (alice Xa) Palos x). 


Funcţia lui Peirce fiind o funcţie binară este notată uncori ca o operaţie binară, utilizindu-se 
simbolul |. Cu această notație putem reprezenta funcţia g astfel: 

(tan Xa 3) = (Ge 4 0) 4 (a 1 0) 4 (az 5) 40. 
In mod analog se poate reprezenta orice funcţie booleană utilizînd numai funcţia lui Sheffer 
(vezi ex. 8). 
Funcţiile lui Peirce şi Sheffer nu au numai o importanţă teoretică ci şi una practică, deoa- 
rece circuitele electronice care realizează funcţiile lui Peirce şi Sheffer sint mai simple decit 
cele care realizează operaţiile booleene +- şi -. 


Blaue Xe x) = 


|.2.4. Exerciţii 


1. Să se restringă următoarele expresii : 
a) (erat +u2; 
b)a(a+5)+bb+o0+ă; 
<) (a + ba + (a + a +5); 

d) xyz + xyz + xp + xj2. 
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2. Să se verifice următoarele identități : 
a a+ab=a+b; 
b) (a +d6 +0=ac+tf; 
c) ab + be + ca= (a + bb + (e + a). 
3. Fie expresiile : 
E. = (a +abha +b); 
B.= db + (GrEFeFĂ: 
E. GP FĂ: 
E.=a + be + abtad + d). 


Să se arate că: 
a) Bai b) E= E; 0 BE, +; d) Beza +a. 


4. Să se calculeze valorile expresiilor : 


a) (ab +05 +0 pentru a=0, 5=1şic=1; 
b) ata Fă +ab pentru a= 1, b=1şic= 


pentru a=0, b=0şic 


c) ab te +a 
Să se verifice următoarele relaţii din algebra B, înlocuind nedeterminatele cu toate valorile 
posibile : 


= 


a) ab +abrab=a+b; 
b) (a+ba+b)=a: 
c)aât+b+rac=a+b; 
d) ab + be + ac= ab + âc. 


Să se afle care dintre următoarele expresii booleene sînt egale. 


a) E.= ab + be + ac; Ea = abe + abc + ab 
+ abd + abc + abă; E, = BED + dd + bed + acă; 
ES tragi Es + De ru +2). 


7. Să se arate că: 


a) să +ăz=y dacă xp +ăy=z; 
b) ad + BE + d) = ad + ac + â€ + bed dacă ad + bo= 0. 


. Să se alcătuiască tabelul de valori al următoarelor funcţii : 


8. 
a) f(x x) = aa + xi 
b) pu x = (ea + (a + au); 
<) fe pp 22 +yi+ gi 


d) gt, p, = 39 +5 + +2). 
9. Se consideră funcţiile: 


Bila, d, )=ab + be + că; 
ga, 6, d=(a+ob+ă; 
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2 — Matematică aplicata în tehnica de calcul cl. a 


ga, b, D= ab + ca; 

guta, b, (a + +0 +ă; 
pula, b, = ac + bă; 

pla, b, = (a + be + 3). 

Să se arate că: 

a) funcţiile g., ga şi ga sînt egale, 
b) funcţiile gu, fs: ga sînt egale. 


1.3. Forme canonice ale funcţiilor booleene 


1.3.1. Forme normale ale funcţiilor booleene 


In paragraiul anterior s-a arătat că o aceeași funcţie booleană poate fi 
reprezentată prin mai multe expresii booleene. Este de dorit să existe totuși 
o formă standardizată de reprezentare prin expresii a unei funcţii booleene. 
Această formă de za rezata(ape trebuie să fie uni pentru a permite deter- 
minarea zapidă a egalităţii a două funcţii prin compararea expresiilor asociate, 
Definiţie. Se numeşte produs elementar un produs de variabile booleene sar corm- 
plemente ale acestora, |ără ca aceeaşi variabilă să apară de mai multe ori. 


Exemplu. abc, îbe, xyz, XX, sînt produse elementare iar a + be, Xuy nu sînt produse elementare. 


Definiţie. Se numește formă normală disjunctivă a unei expresii booleene o sumă 
de produse elementare egală cu expresia dată. 


Exemplu. ab + be + ac, XI 4 xyz, x 


sînt expresii sub formă normală disjunetivă. 


Vom spune că o funcţie booleană este scrisă sub forma normală disjunctivă 
dacă este reprezentată printr-o expresie sub forma normală disjunctiv: 


Forma normală disjunctivă a unei functii nu este unică, după cum se poate observa din exem- 
plul următor 

Hote e 2) = ep tz ep + II pt pe +2 
Putem astfel obține oricite forme normale disjunctive utilizind idempotența şi absorbţia. 
Observatie. Condiţia ca într-un produs elementar să nu se repete variabilele are o justificare 
simplă. Dacă aceeaşi variabilă apare de mai multe ori, atunci aceasta poate fi redusă la o singură 
apariţie prin idempotenţă. Dacă acceaşi variabilă apare împreună cu complementul său atunci 
produsul respectiv este egal cu 0, astfel că poate fi eliminat din sumă. 


In mod analog se definesc suma elementară şi forma normală conjunctivă 
a unei funcţii. 


Definiţie. Se numește sumă elementară o sumă de variabile booleene sau comple- 
mente ale acestora, |ără ca aceeaşi variabilă să apară de mai multe ori. 


De exeraptu, â + Bre d+b+rc,x+y+2, i + % sînt sume elementare iar a + be, X FU 
nu sînt. 


Detiniţie. Se numeşte formă normală conjunctivă a unei expresii booleene un 
produs de sume elementare egal cu expresia dată. 


De exemplu (a + E)(b +o(a +0, G+9 +rDty +2), xi + Xa sînt expresii sub forma 
normală conjunetivă. 


18 . - â 5 a » 


Nici forma normală conjunctivă a unei expresii nu este unică, după cum rezultă din exem- 
plul următor : 


(+ Du +6 +2D= (+++ ru +20+2. 

Orice expresie booleană (deci şi orice funcţie) poate fi adusă la o formă 
normală disjunctivă şi la o formă normală conjunctivă. 

Pentru a aduce o expresie booleană la o formă normală disjunctivă se folo- 
seşte următorul procedeu : 

— dacă în cadrul expresiei operaţia de complementare este aplicată unor 
expresii, se aplică formulele lui De Morgan, pînă cînd în cadrul expresiei date 
nu mai apar decît complementele variabilelor ; 

— se distribuie operaţia „=“ în raport cu „-+-* ori de cîte ori este cazul; 

— se elimină produsele care se anulează său se repetă și variabilele care 
apar de două ori în acelaşi produs. 


Exemplu. Expresia Xy "(2 + x + 2) + xgZ poate fi transformată astiel : 
E = (+ OZ + 32) + xy2 (s-au aplicat formulele lui De Morgan) 
= XE + ăxz + XZ + XJz + xIZ (s-a aplicat distributivitatea operaţiei * faţă de +) 
X2 + Xa + xyz (s-au eliminat primul şi ultimul produs). 
S-a obținut pentru E o formă normală disjunetivă. 
Dacă utilizăm și proprietatea de absorbţie, putem elimina şi ultimul produs, obținind pentru 
expresia dată o altă formă normală 


E= Xe + x. 


Pentru a aduce o expresie booleeană la o formă normală conjunctivă se 
foloseşte un procedeu similar, în care, după aplicarea formulelor lui De Morgan, 
se distribuie operaţia „-4-“ în raport cu „, :“ şi se elimină sumele care au valoarea 
corstanră 1 sau se repetă, precum şi variabilele care apar de două ori în aceeași 
sumă. 


Exemplu. Aceeaşi expresie 


poate fi adusă la o formă normală conjunctivă astfel : 


E = SaZ + x + 2) + ag G + DUZ + 32) + 77 
= GE + Der 20 +5 + xp 
= Gr +DE+I+DE+I +a ++ +2+D= 


= era ++ Zr 00 +7+DG+7+5= 
=G +6 +7 +++ +2d0+5. 


Expresia se poate simplifica prin absorbție astfel că 


E=G+De +20 +2. 
1.3.2. Forme canonice ale funcţiilor booleene 


Definiţie. Se numeşte mintermen în raport cu variabilele booleene x; Xa, ..- x, 
tn produs elementar în care apar, ie simple, ie complementate, toate varia. 
bilele x Xa ee Xa 


Textele prevăzute cu o bară laterală sint destinate numai profilului de matematică. 
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Un mintermen are deci n factori. Aceşti factori se scriu în ordinea 
rală a variabilelor care îi alcătuiesc. De exemplu, 


XuXata, abE, FDZ, ab, XiXaX3X1Xs- 


natu- 


Fiecărui mintermen i se poate asocia un număr binar astiel : 

Variabilele complementate se înlocuiese cu cifra O, iar variabilele necom- 
plementate cu ciira 1. Şirul de ciire obținut reprezintă un număr binar (în 
baza 2), care este asociat mintermenului respectiv. De exemplu, mintermeni- 
lor serişi anterior li se asociază numerele : i 

(110)=. (100)2, (000), (11), (11111)z, care reprezint 
rele 6, 4, 0, 3, 31. 

Considerînd n variabile booleene, numărul de mintermeni diferiţi care 
se pot construi cu aceste variabile este egal cu numărul de numere binare 
cu n cifre. Acest număr este 2”. 

Mintermenii joacă un rol important în cadrul formelor de reprezentare 
a funcţiilor booleene, datorită următoarei proprietăţi : 

Un mintermen are valoarea 1 pentru un singur șir de valori ale varia- 
bilelor booleene care îl alcătuiesc. 

Tntr-adevăr, deoarece un produs boolean are valoarea 1 dacă şi numai 
dacă toţi factorii săi au valoarea 1, iar factorii unui mintermen sînt varia- 
bile booleene simple sau complementate, alegind valoarea 0 pentru varia- 
bilele care apar complementate în cadrul mintermenului şi valoarea 1 pentru 
celelalte variabile, se obţine combinaţia de valori căutată. 

Se defineşte în mod analog noțiunea de maxtermen. 


în baza zece nume- 


aibe eee ate 
Un maxtermen are deci n termeni, care se scriu în ordinea naturală a 
variabilelor care îi alcătuiesc. De exemplu 


a E+girza+d+e,x+y, m 


Pentru un maxtermen se pot face aceleași observaţii ca pentru minter- 
meni. Asocierea unui număr binar pentru fiecare maxtermen se face înlo- 
cuind variabilele complementate cu cifra 1, iar variabilele necomplementate 
cu cifra 0. Numărul de maxtermeni care se pot forma cu n variabile booleene 
este, de asemenea, 2". 

Maxtermenii au o proprietate similară cu aceea a mintermenilor, și anume : 

Un maxtermen are valoarea 0 pentru o singură combinaţie de valori ale 
variabilelor booleene, care îl alcătuiesc (0 pentru variabilele simple şi 1 pen- 
tru variabilele complementate). 

Mintermenii permit alcătuirea unor forme normale particulare, deosebit 
de importante. 


a atat a 


Definiţie. Se numeşte tormă canonică disjunctivă a unei expresii booleene cu n 
variabile o formti normală disjunctivă echivalentă cu această expresie, alcătuită 
numai din mintermeni cu n variabile. 

Forma canonică disjunctivă a unei expresii se mai numeşte și formă 
normală disjunetiuci perfectă. 


Exemple. abc + abc + abc, xyz -+ XV2 + XVZ, XuXeXaXa + XiXeXaXa + XaXaxaX, Sînt forme 
canonice disjunctive. 
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E al aceste exemple, primele 2 expresii au cite 3 variabile, iar ultima expresie are 4 va- 
riabile. 

Propoziţie. Forma canonică disjunctivă a unei funcţii booleene este unică, dacă 
facem abstracție de ordinea mintermenilor. 


Demonstraţie. Să presupunem că pentru o funcţie booleană există două 
forme canonice disjunctive distincte. i 

Deci există un mintermen care face parte dintr-una din formele canonice 
(să spunem din prima formă) şi nu face parte din cealaltă. Să- considerăm 
combinaţia de valori ale variabilelor pentru care mintermenul respectiv 
are valoarea 1 şi să analizăm valorile celor două expresii corespunzătoare 
acestei combinaţii. Deoarece pentru această combinaţie de valori ale varia- 
bilelor mintermenul din prima expresie are valoarea 1, indiferent de valorile 
celorlalţi mintermeni, prima expresie are valoarea 1. Pentru a doua expresie 
se obţine însă valoarea 0, deoarece toţi mintermenii acestei expresii nu pot 
avea decît valoarea 0 (conform proprietăţii mintermenilor prezentată an- 
terior). Rezultă, deci, că aceste două expresii nu sînt echivalente, adică pre- 
supunerea făculă este falsă. 

Cele două forme canonice conţin aceeași mintermeni, ceea ce încheie 
demonstraţia. 

Forma canonică disjunctivă poate [i deci considerată ca o repi ozentare 
standard a funcţiilor booleene. 

Totuși, există o singură funcţie booleană care nu poate fi reprezentată 
sub forma canonică disjunctivă şi anume funcţia constantă 0. Aceasta este 
o consecinţă a faptului că fiecărui mintermen dintr-o formă canonică dis- 
„junctivă îi corespunde o combinaţie de valori ale variabilelor pentru care 
funcţia respectivă ia valoarea 1, astfel că o funcţie reprezentată sub forma 
canonică disjunctivă ia cel puţin o dată valoarea 1. 

Forma. canonică disjunctivă a unei funcţii booleene poate fi obținută 
atit pe baza tabelei de valori a funcţiei, cit și pe baza unei forme normale 
disjunelive a acesteia. 

Tabela de valori a unei funcţii booleene permite obţinerea formei cano- 
nice disjunctive a funcţiei astfel: 

Pentru fiecare combinaţie de valori ale variabilelor booleene pentru care 
funcția are valoarea 1 se consideră mintermenul corespunzător (adică acel 
mintermen care ia valoarea 1 numai pentru această combinaţie). Suma 
tuturor acestor mintermeni constiluie forma canonică disjunetivă a funcţiei. 
Reamintim că mintermenul corespunzător unei combinaţii de valori ale va- 
riabilelor este produsul variabilelor care iau valoarea 1 şi a complementelor 
variabilelor care iau valoarea 0. 


Fie, de exemplu, funcţia definită de următoarea tabelă de valori 


a Ce IP IE DIC DI IP 

[A (liga e iaca to iat INI Va 

e 0 1 6. A 0 nebună 

7, URR ORE TA: RE DIA NL i LE! 
Tabelul 1.10 


Funejia in de 4 ori valoarea, 1, pentru următoarele combinaţii de valori ale variabi- 
lelor a, b, e: (0, 0,0), (10,0, (1,0), (1,1). 
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Acestor combinaţii de valori le corespund următorii mintermeni: abc, abc, abc, abc. 
Forma canonică disjunetivă a acestei funcţii este deci 


Ha, b, c) = ab + abc + abe + abc. 


O formă normală disjunctivă a unei funcţii poate fi transformată într-o 
formă canonică disjunctivă astfel : 

Fiecare termen al formei normale disjunctive care nu este mintermen, 
adică fiecare termen care nu conţine toate variabilele, se înmulțește cu ex- 
presii de forma (x +- 2), pentru fiecare variabilă x absentă din acel termen. 
“Ținînd cont de distributivitatea înmulţirii booleene față de adunarea booleană 
se desfac parantezele şi se elimină termenii dubli (ţinînd seama de idem- 
potența adunării booleene). Se poate observa uşor că expresia obținută nu 
conţine decît mintermeni şi este echivalentă cu expresia iniţială. Rezultă 
deci că s-a obţinut forma canonică a funcţiei respective. 


Exemplu. Fie forma normală disjunctivă : 
Ka, b, 0) = BE + ac + ab. 
Aceasta se transformă astfel : 
be + ac + ab = băla + d) + aăb + 5) + able + 6 = 
= abe + abE + abc + abc + abc + abe= 
== abo + abe + ab + abc. 


In mod analog, utilizind noţiunea de maxtermen, se defineşte forma 
canonică conjunctivă a unei expresii booleene. Forma canonică conjunetivă 
permite de asemenea o reprezentare standard a funcţiilor booleene deoarece 
şi această formă are propietatea de unicitate. Singura funcţie care nu poate 
fi reprezentată sub formă canonică conjunctivă este funcţia constantă 1. 

De asemenea, forma canonică conjunctivă se poate obţine pe baza fie 
a tabelei de valori a funcţiei, fie a unei forme normale conjunctive a acesteia. 


1.3.3. Exeri 


. Să se găsească o formă normală disjunctivă a următoarelor expresi 
a ++: i 
b) GG Paz, 
o GTrBeTrĂ; 


d) (a + b)e + abclad + b). 
. Să se găsească o formă normală conjunctivă a expresiilor de la exerciţiul 1. 


[să 


3. Să se indice care dintre următoarele forme normale sînt şi canonice. 
a) Hop D= ag uz: 
b) f(a, &, c) = abc + abe + abc + 2be; 
C) Fer tan ta 20) = uksătatta tr a Xaeata + atata i 


d) gt, pară: 
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e) at, = pi 
D Ha, b= (a +a +5); 
2 et, p D= Gu +rdurada+y+2: 


Ph Foca aaa ae 2) > (ea fa ot aa arat) tt ta). 
Să se afle forma canonică disjunctivă a următoarelor expresii : 


> 


a) ab + îc; 

b) Xe + a; 

€) ata + Fus 
5. Să se găsească forma canonică conjunctivă a expresiilor de la exerciţiul 4. 
6. Fie funcţia f(a, b, c, d) definită de tabelul LII. 

a) Să se serie forma canonică disjunetivă a acestei funcţii. 


b) Să se serie forma canonică conjunctivă a funcţiei f. h 
c) Să se verifice prin calcul boolean că expresiile obținute la punctele a) şi b) sînt echi- 


valente. 
Ha, b, 
c, d) 


[3 
[4 
0 
0 
0 
[9 
[2] 
[2) 
1 
li 
li 
1 
1 
1 
1 
1 


-=»=0999»0009 
--09--09——00—=oo 
=0=9=9=9-9-9=0=9 
o0-=-0=09=-s0-0 


Tabelul 1. 11 


1.4. Simplificarea funcţiilor booleene 


1.4.1. Simplificarea prin calcul boolean 


O problemă importantă legată de reprezentarea funcţiilor booleene o con- 
stituie găsirea unei forme cit mai simple pentru expresiile acestora. 

Simplificarea prin calcul boolean este asemănătoare cu simplificarea ex- 
presiilor algebrice obișnuite. Trebuie însă să se ţină cont de regulile specifice 
ale calculului boolean. 
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In acest sens sînt deosebit de utile regulile de idempotență (a -+ a = a şi 
aa = a), de absorbţie (a + ab = a, a(a + b) — a) şi de combinare (ab +- ab — a, 
(a + bh(a-+ d) = a). 

Aceste reguli pot îi folosite atit ca reguli de simplificare, cît şi ca artifici 
de, calcul pentru introducerea unor noi termeni necesari pentru combina 
ulterioare. 


Exemple 
1. abcd + abă + abc + abd + ăbcd + îbd = 
= abă + abe + abd + âbd — (prin absorbţie) 
= ab + bd (prin combinare). 
2. ab + abc + abc 
= ab + abc + âbe + abe = (prin absorbţie) (artificiu de calcul) 
(prin idempotenţă) (artificiu de calcul) 


= ab + abe + ăbe + abe + abc 
= ab + (a + a)be + ae(b + 6) = 
= ab + be + ac (prin combinare). 


Totuși calculul boolean direct nu asigură obţinerea celei mai simple expresii. 
Aflarea celei mai simple expresii trebuie să ţină seama de toate combinaţiile 
posibile, efectuind o căutare metodică. Trebuie stabilit, însă, ce se înțelege 
prin expresie mai simplă. 

O expresie va fi considerată mai simplă decit alta dacă numărul de apariţii 
ale variabilelor din prima expresie este mai mic decit numărul corespunzător 
din cealaltă. 

Astfel expresia ab -+- ăc (în care variabilele apar de patru ori) va fi consi- 
derată mai simplă decît a -+- b + dhe în care variabilele apar de cinci ori. 

De obicei se caută cea mai simplă expresie în formă normală disjunetivă, 
echivalentă cu expresia dată. 


1.4.2. Simplificarea prin diagrame 

Utilizarea diagramelor pentru simplificarea funcţiilor booleene este! o 
metodă utilizată de obicei pentru funcţiile reprezentate prin tabele. 

Diagramele Euler-Venn sînt cunoscute din teoria mulțimilor. S-a arătat 
însă că < 2(M), N,U > este o algebră booleană, astfel că aceste diagrame 
pot fi utilizate şi la reprezentarea geometrică a relaţiilor din algebra booleană 
B+. Într-o diagramă Euler-Venn fiecare variabilă a expresiei booleene se 
reprezintă printr-o mulţime, de obicei un cerc. Interiorul mulţirnii cores- 
punde variabilei respective, iar exteriorul mulţimii (deci complementara 
mulţimii) corespunde complementului variabilei. Un termen al unei expresii 
booleene :corespunde intersecţiei mulțimilor - corespunzătoare variabilelor 
care îl compun. În cazul unei variabile care apare sub formă de complement 
se consideră desigur intersecţia cu exteriorul mulţimii corespunzătoare. 

Intreaga expresie va corespunde astfel reuniunii mulțimilor corespun- 
zătoare fiecărui termen. 
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În figurile 1.6, 1.7 şi 1.8 sint prezentate cîteva exemple de diagrame 
Euler-Venn, corespunzînd termenilor a, ab şi, respectiv, abc. Se poate ob- 
serva că unui mintermen îi corespunde o zonă care nu mai este divizată în 
alte zone. In figura 1.9 au fost înscriși mintermenii corespunzători iecărei 
zone elementare. Considerînd expresia 


abe -+- abc + abE + abc, 


Fig. 16 Fig. 1.7 Fi. 1.8 


() 


Fiu. LO Fin. L10 


se observă că cei patru mintermeni corespund celor patru zone ma, his, ma 
şi ma. Reuniunea acestor patru zone (fig. 1.10) formează mulţimea corespun- 
Zătoare variabilei a, deci 
abe +- abc +- abz +- abe = a. 
Utilizarea diagramelor Euler-Venn devine dificilă dacă expresiile conţin 


mai mult de trei variabile. 
Diagramele Veilch-Karnaugh reprezintă rearanjarea diagramelor Euler- 


Venn sub formă de tablou. In cazul diagramelor Veiteh-Karnaugh mulțimile 
corespunzătoare variabilelor booleene sînt reprezentate de dreptunghiuri, 
In figura I.I1 este prezentată diagrama Veiteh-Karnaugh pentru patru 
variabile. Se observă că fiecare căsuţă a diagramei corespunde unui min- 
termen. In figura 1.12 sînt prezentate diagramele Veitch-Karnaugh cores. 
punzătoare termenilor a, d, be, be, bed, abd .Se observă că mulțimile cores- 
punzătoare unor termeni sînt reprezentate prin unul sau mai multe pătrate. 

O proprietate importantă a diagramelor Veiteh-Karnaugh este că min- 
termenii care nu diferă decit printr-un factor sînt reprezentaţi pe diagramă 
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prin pătrate alăturate. Pentru aceasta trebuie însă să se considere că latu- 
rile opuse ale diagramei sînt confundate (sau suprapuse). Reciproca acestei 
proprietăţi este de asemenea adevărată. Există însă o proprietate mai ge- 
nerală, deoarece şi termenii care nu diferă decît prin complementul unei 
variabile (abc şi abc, bd şi bd) se reprezintă pe diagramă prin dreptunghiuri 
adiacente. Orice dreptunghi, în afara celor cu latura de trei unităţi cores- 
punde unui termen. Reciproca acestei proprietăţi nu reprezintă altceva 
decît faptul că doi termeni care corespund la două dreptunghiuri alăturate 
egale pot fi reduşi la un singur termen, care corespunde dreptunghiului 
format prin alăturarea celor două dreptunghiuri. Această proprietate stă 
la baza metodei de simplificare a funcţiilor booleene cu ajutorul diagramelor 
Veiteh-Karnaugh. 

Să considerăm ca exemplu funcţia definită prin tabelul 1.12, a cărei 
formă canonică disjunctivă este 


Ha, b, c, d) = âbed + ăbed + abcd + abcd + abed A+ abcd + abcd. 


a b Li d Ha, b, 


c, d) 


00009090 
--o9--09--0o—=00 
---a—-05=0-00090 


-—-—s00a8—--o0000 
-o9-2-29-0-9—0-0-0 


Tabelul 1.12 


In figura 1.13 este prezentată diagrama Veiteh-Karnaugh corespunză- 
toare acestei funcții. 

Simplificarea funcţiei corespunde cu acoperirea mulțimii corespunzătoare, 
expresiei respective cu un număr minim de dreptunghiuri cît mai mari. 
În figura 1.14 sînt prezentate trei posibilităţi de acoperire, corespunzătoare 
expresiilor ac +- bd, -ac + bed + ăbcd, bed + âbd +- abe +- acd + abed. Se 
observă că prima expresie, care corespunde acoperirii cu două pătrate mai 
mari, este-cea mai simplă. i 
Diagrama Veiteh-Karnâugh poate fi considerată şi ca un tabel de valori 

louă dimensiuni al unei funcţii. Pentru aceasta, diagrama se rescrie ca în 
figura 1.15. Valorile funcţiei se vor trece în-căsuţele diagramei, considerînd 
valorile variabilelor funcţiei drept „coordonate“ pentru stabilirea poziţiei 
în tabel. Funcţia din exemplul anterior va avea diagrama prezentată în 
figura 1.16. Se observă că această diagramă este asemănătoare cu diagrama 
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Fig. 1.15 


Fig. 1.16 


clasică. Avantajul acestei forme a diagramelor Veitch-Karnaugh este că deşi 
sepreaintă un tabel de valori, poate servi în acelaşi timp la simplificarea 
funcției. 
Diagramele Veitch-Karnaugh se utilizează de obicei pentru funcţiile 
booleene cu maximum cinci variabile (foarte rar pentru șase variabile). 
Diagramele Veiteh-Karnaugh pentru o funcţie cu cinci variabile arată 
ca în figura 1.17. 
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Pentru a putea efectua simplificări pe această diagramă -se consideră 
că pătratele simetrice faţă de axa de simetrie a diagramei sînt adiacente. 
Tn figura 1.17 funcţia reprezentată este: = 


ha, d, e, d, e) = be-tazd + abeţd + e). 


Fig, L17 


1.4.3. Exercii 


1. Să se simplifice prin calcul boolean expresiile 
a) (ab + (TD): b) x 
0) ar Zr pF + (ere r+y +: d) + 5 + abc. 

2. Să se simplifice prin calcul boolean complementara expresiilor : 


Xa) tr alta x): 


Dak: b) ip rzi 0) PF ăi 


Dat ter: e) salata = 3) te urit + x). 
3. Șă se găseaseii prin calcul boolean o formă mai simplă pentru expresiile următoarelor 
uneţii: 
4) Por pe 2) AZ + Xa + vai ECE 
b) ga, b,)=(ărbrăa+B+oa15+5: 
€) Pta te 03) > ata ok Fata ot aa 
4. Să se găsească prin calcul boolean o formă normală disjunctivă mai simplă pentru funcţiile : 
a) Hp, 2 = xy tray +ăy +7: 
b) glas Xa 3) = (enta  Aeata)(ata -t aă) i 
c) Ha, d, = (a + DEP +5. 
5. Folosind artificii de calcul boolean, să se simplifice expresiile : 
a) ac + E + ab; 
b) abcd + abed + dăcd + abcd; 
C) xy + 2 + (e + 2) +2. 
6. Functia majoritară M(x, y, 2) se defineşte ca fiind funcţia booleană care are valoarea | 
dacă cel puţin două dintre argumentele sale sînt egale cu 1. 
a) Să se alcătuiască tabelul de valori al acestei funcţii. 
b) Să se afle forma canonică disjunctivă şi forma canonică conjunctivă a acestei funcții. 


<) Să i se determine prin calcul boolean cea mai simplă formă normală disjunctivă. 
d) Să se arate că Mia, b, Mc, d, e] = MIM(a, b; c), d, M(a, d, e). 
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7. Pentru funcţiile din următorul tabel să se afle: 
a) forma canonică disjunctivă ; 
b) forma canonică conjunctivă ; 
<) cea mai simplă formă normală disjunetivă. 


. E: SE E hf h 
9.0 ho ii ao 
0 pia 0 a] sa 
0; —4-140 0; o0l--0 
0: ji d 1 0 
1 02040 1 PI n MR 
d 0 1 +1] „0 
d.) Aa: do, Ol. 1-1 
1 e feed) 


Tabelul 1.15 


8. Să se indice peniru fiecare din funcţiile ale căror diagrame Euler-Venn sînt reprezentate 
în figura 1.18 forma canonică disjunctivă şi să se simmplifice. 


b 


Fig. 1.18 


9. Să se alcătuiască diagramele Euler-Venn pentru următoarele funcţii de trei variabile 
date prin dezvoltările lor şi să se simplifi 


3) m Um U ms U mi b) m Um Um Um: 
£) m U mi d m Um U ma U ma U ms U ma, 
unde mo, mu, --:, mm, corespund notaţiilor din figura 1.9. 


10. Să se construiască diagramele Veitch-Karnaugh pentru următoarele funcţii booleene: 


30. 


a) Ha, b, = a + bE+ ac + abc 
BD) Fan as on Xa) > Xa XR 
O) fe px hay dz az + xyz: 


Fata 


+a +2 +37; 


d gt, p, 2, e)= 


€) fa, b,-c, d) = abed + abed + abcd + abcd + abed + abcăd + abcd; 


Î) Ze xn as x) > (ea + Badea + (a + 2) 


11. Aflaţi funcţiile reprezentate prin diagramele Veiteh-Karnaugh din figurazl.19. 


on 


000__00! 


Fig. 1.19 


12. Folosind diagrama Veitch-Karnaugh, să se simplitice următoarele funcţii : 
a) Ha, b, c, d=ab-+acd+e + bid; 
b) [x pad eri +d+Dy +2: 
e) (ae, , 2, 20) — Xyz + xy + x ze + xZe + Datu + Xa; 
d) (tie ta ro x) > stat ata + Duta i 
e) [(a, b, c, d) = acd + abed + abc + abd + bed. 


|.5. Realizarea fizică a funcţiilor booleene 


1.5.1. Circuite cu contacte 


O primă aplicaţie a teoriei funcţiilor booleene este reprezentată de studiul 
circuitelor dipolare cu contacte. Aceste circuite sînt iormate prin legarea 
în serie sau în paralel a unor contacte care sînt de două tipuri : contacte 
normal deschise şi contacte normal închise. 

Fiecare contact poate fi pus în corespondență cu o variabilă booleană. 
Contactele normal închise sînt puse în corespondență cu complementele 
variabilelor booleene. Un contact se poate afla în două stări: starea de 
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Fig. 1.20 


repaus sau normală şi starea de lucru. Aceste stări corespund, respectiv, 
valorilor O şi 1 ale variabilelor booleene asociate contactului. Un contact 
normal deschis permite trecerea curentului numai în starea de lucru. Un 
contact normal închis permite, însă, trecerea curentului numai în starea de 
repaus. Un circuit dipolar cu contacte nu se poate ajla decit în două stări: 
permite trecerea curentului sau nu o permite. Aceste două stări vor fi aso- 
ciate cu valorile booleene 1 şi respectiv 0. 

Considerind cele două circuite simple din figura 1.20 se poate observa 
că acestea pot fi asociate celor două funcţii de o variabilă /(x,) — x, şi g(ac) — 
2. Intr-adevăr, dacă contactul normal deschis se află în starea de repaus 
(ri — 0), atunei circuitul nu permite trecerea curentului (/(0) = 0), iar dacă 
contactul normal deschis se află în starea de lucru (x, = 1) atunci circuitul 
permite trecerea curentului (/(1) 1). De asemenea, dacă contactul normal 
închis se află în starea de repaus (x, — 0) atunci circuitul permite trecerea 
curentului (g(0) — 1), iar dacă contactul respectiv se află în starea de lucru 
(i = 1), atunci circuitul nu va permite trecerea curentului (g(1) = 0). 

Se poate observa că dacă un circuit este obținut prin legarea în serie a 
altor două circuite mai simple, acestuia i se poate asocia o funcţie care co- 
respunde produsului boolean al funcţiilor asociate celor două circuite. 

In mod analog funcţia asociată unui circuit format prin legarea în paralel 
a altor două circuite este suma booleană a funcţiilor asociate celor două 
circuile legate în paralel. 
deci, că oricărui circuit dipolar i se poate asocia o funcţie boo- 
reprezinte funcţionarea circuitului. Trebuie remarcat că, în- 
tr-un circuit dipolar cu contacte, mai multe contacte pot corespunde aceleiași 
variabile sau complementului acesteia. 


De exemplu, circuitului din figura 1.21 îi corespunde funcţia F(x, p) = 4 + 33, tar 
celui din figura 1.22 î se asociază funcţia f(x, 0) > (ea Fe ah(oeuta + (în «+ x) 


Fig. 121 


Reciproc, orice funcţie booleană poate fi realizată printr-un circuit 
dipolar cu contacte, adică se poate alcătui un circuit dipolar cu contacte a 
cărui funcţionare să îie reprezentată de funcția dată. 

Realizarea funcţiilor booleene prin circuite dipolare cu contacte reprezintă 
o modalitate de utilizare practică a teoriei funcţiilor booleene. 

Este cunoscut că funcţionarea celor mai multe circuite de automatizare, 
precum şi funcționarea calculatoarelor electronice se bazează pe utilizarea 
numerelor binare, care pot îi reprezentate cu numai două cifre, O și 1. Func- 
ţiile care reprezintă comportarea în funcţionare a circuitelor respective sînt 
juncţii booleene. Aceste circuite pot fi deci construite, realizînd fizic funcţiile 
booleene corespunzătoare. 

Simplificarea unei funcţii booleene reprezintă în acest caz realizarea 
aceleiaşi funcţii printr-un număr cit mai mic de contacte. 

În practică, circuitele cu contacte sint folosite de obicei sub formă de 
circuite cu relee și contacte. Releele sînt necesare în cadrul acestor circuite 
pentru a acţiona contactele. Un releu va acţiona toate contactele corespun- 
zătoare unei variabile, astfel că valorile variabilei pot fi asociate cu cele două 
stări, de conducere a curentului sau nu, corespunzătoare circuitului de co- 
mandă a releului. Se dă astfel posibilitatea de a se reprezenta în mod omogen 
valorile 1 şi O prin starea de conducere sau nu a curentului prin diferite 
circuite. Circuitele cu relee şi contacte au fost înlocuite treptat prin circuite 
logice alcătuite din tuburi electronice, apoi prin circuite alcătuite din tran- 
zistoare, iar în ultimul timp prin circuite integrate. 


1.5.2. Circuite logice simple 


Circuitele logice sînt realizate sub forma unor circuite multipolare (cu mai 
multe borne). Un circuit logic are una sau mai multe borne de intrare şi una 
sau mai multe borne de ieşire. La bornele de intrare se aplică semnale (în ge- 
neral impulsuri de tensiune electrică), care reprezintă variabile booleene şi pot 
lua două valori (de exemplu, o tensiune de 4 V poate reprezenta valoarea lo- 
gică „1“, iar o tensiune de O V valoarea logică „0*). La bornele de ieşire apar 
semnale, care corespund valorilor unor funcţii booleene de variabilele de la 
intrare. Aceste circuite logice se vor numi combinaţionale. Există posibilitatea 
ca funcţiile booleene să nu depindă numai Te valorile actuale ale variabilelor 
de la intrare ci și de valorile precedente ale acestor variabile. In acest caz cir- 
cuitele logice se vor numi secvențiale sau „cu memorie“. 

In manualul de faţă nu vom studia decit circuitele logice combinaţionale. 

In cazul general, un circuit combinaţional are n borne de intrare, corespun- 
zătoare unor variabile booleene x,, xz, ..-, Xa şi m borne de ieşire, corespun- 
zătoare unor funcţii vu(Xu, ---e Xa), = ma =» Xa). Un astiel de circuit se 
reprezintă ca în figura 1.23, fără a se descrii e structura sa internă. 


PloieXz ia) 
> Val X-a) 


nl Xa") 


Fig. 1.23 


3 — Matematică aplicata i tehnica de caicul cl. a X-a — ca. 23 a 


yet) 


Fig. 1.24 


O proprietate importantă a circuitelor logice este că acestea pot fi combi- 
nate pentru a forma circuite logice mai complexe. Astfel, bornele de ieşire ale 
unor circuite pot fi cuplate la bornele de intrare ale altor circuite. Această 
proprietate permite ca un circuit logic mai complex să poată fi realizat din 
circuite logice mai simple. 

Un circuit combinaţional cu mai multe borne de ieşire poate fi conceput ca 
fiind format din mai multe circuite care au fiecare cîte o singură bornă de ieșire 

i care corespund fiecare la cîte o funcţie. Un circuit combinaţional cu o singură 
ornă de ieşire va îi denumit circuit logic simplu (fig. 1.24). Funcționarea unui 
circuit logic simplu este descrisă printr-o funcţie booleană de variabilele de la 
intrare. Putem spune astiel că un circuit logic simplu realizează funcţia booleană 
ai ele Dacă funcţia booleană este o funcţie elementară de două 
variabile, circuitul logic simplu corespunzător care o realizează va fi denumit 
circuit logic elementar. Există deci trei circuite logice elementare, corespunză- 
toare celor trei operaţii de bază ale algebrelor booleene, şi amune circuitul ŞI 
pentru operaţia „-*, circuitul SAU peniru operaţia „+ * şi circuitul NU pentru 
operaţia de complementare. Aceste circuite logice elementare au 0 reprezen- 
tare convenţională specială care este arătală în figura 1.25. 

Deoarece orice luncţie booleană poate fi reprezentată cu ajutorul celor 
trei funcţii elementare, corespunzătoare celor trei operaţ p* nai 
rezultă că orice circuit logic simplu poate fi realizat prin combinarea unor 
circuite logice elementare. Reprezentarea unei funcţii booleene cu ajutorul 
funcţiilor elementare poate fi considerată drepl schema de combinare a cir- 
cuitelor logice elementare. 


De exemplu, funcţia ere 
Iota aa st) > aa + Xa 
care poate fi reprezentată sub forma 
(ex) + (0) 0), 


este realizată de circuitul logic simplu din fig. 1.26. 
Dacă reprezentăm însă aceeaşi funcţie prin 


Iota ae 3 = aa bt Fa 
realizarea funcţiei va fi diferită, corespunzind circuitului logic din figura 1.27. 


Rezultă deci, că o funcţie booleană poate îi realizată de diferite circuite 
logice simple, corespunzînd diferitelor reprezentări ale acesteia. Se poate acum 
înțelege importanţa simplificării funcţiilor booleene, deoarece astfel se pot 
realiza aceleaşi funcţii, însă cu scheme mai simple şi economice. 


In 1.2.3. s-a arătat că orice funcţie booleană poate fi reprezentată cu ajutorul unei singure 
funcţii de două variabile, această funcţie fiind fie funcţia lui Sheffer fuu(x, y) = ă + p, fie 


funcţia Iui Peirce f,(x, y) = 47. Există circuite logice simple care realizează aceste funcţii, 
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Fig. 1.28 


Aceste circuite vor fi denumite circuite logice universale. Rezultă, deci, că orice circuit logic 
simplu poate fi realizat printr-o combinaţie de circuite logice universale. Circuitele logice upi- 
versale sînt simbolizate ca în figura 1.28. Aceste circuite poartă denumiri proprii, particulare, 
Astfel circuitul care realizează funcţia lui Sheffer;se numește circuit NU-ŞI, iar cel câre realizează 


funcţia lui Peirce se numeşte circuitul NICI. ai 
Funcţia considerată anterior poate fi reprezentată astiel : 


— prin funcţia lui Shefter (notată cu „|'*) 
FO Xa x = (el x) | (ral d] (es x) 
— prin funcţia lui Peirce (notată cu „| *) 
(e Xe Xa) => (Gea 1 2) 1 (e 20) 1 (ata 5), 
ar [as ze 5) = Bere Xe 3) | Bors, Xa X5). 
Circuitele logice simple corespunzătoare acestor reprezentări pot îi văzute în figura 1.29 
şi figura 1.30. : 
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Fig. 1.29 
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Deşi schemele acestor circuite sînt mai complicate decit cele ale circuitelor din figurile 1.26 
şi 1.27, compuse din cireuite logice elementare, sînt totuși mai uşor de realizat din punct de 
vedere! tehnic, deoarece sint alcătuite din acelaşi tip de circuite, De obicei, însăşi circuitele 
logice universale sînt mai uşor de realizat şi conțin mai puţine piese, iar uncori este mai eco: 
nomic să se realizeze chiar și circuitele logice elementare prin combinaţii ale cireuitelor logice 
universale. 

Realizarea circuitelor logice elementare prin circuite NU-ŞI este prezentată în figura 1.31 
şi are la bază următoarele reprezentări : 


= (all Gal x), 
Fa Xa ta > (ea |) (al x), 
Rs Fa = aula). 


Realizarea circuitelor logice elementare prin circuite NICI este prezentată în figura 1.32 
ŞI are la bază următoarele reprezentări : 


aa > Xa Xa Xa Xa > (ea LD (ral Xa), 


et a = AFI PR FR (e ad axa, 
Ea 
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În tehnică sint de asemenea uşor de realizat circuite ŞI, SAU, NICI sau 
NU-ŞI cu mai mult decit două borne de intrare. Aceste circuite au aceleași 
simboluri ca şi circuitele corespunzătoare cu numai două borne de intrare. Un 
astfel de circuit poate fi realizat oricînd în locul unui circuit similar cu mai 
puține borne de intrare, dacă la bornele de intrare suplimentare se aplică fie 
semnale avînd o valoare logică constantă („1*: pentru circuitele „ȘI“ şi „NU-ŞI“ 
i „0“ pentru „SAU“ și „NICI“), fie unul dintre semnalele de la celelalte borne. 
n figura 1.33 se prezintă exemple de utilizare a unui circuit cu patru borne de 
intrare pentru realizarea unei funcţii booleene cu două variabile. 
Circuitele logice simple cu un număr mai mare de borne de intrare de tip ŞI 
și SAU pot fi utilizate la realizarea funcțiilor booleene reprezentate sub o formă 
normală. 


De exemplu, funcţia f(x, Xa, X3)Xatsita + aaa + use, poate fi realizată cu circuitul 
din îigura 1.34. 


In practică pot apare situaţii care să necesite aflarea funcţiei booleene rea- 
lizate de un circuit logic simplu a cărui schemă (structură) este cunoscută. 

Pentru a obţine expresia funcţiei booleene realizate de un circuit se pro- 
cedează astfel : se identifică variabilele booleene corespunzătoare bornelor de 
intrare ale circuitului ; se alcătuiesc expresiile booleene corespunzătoare acelor 
circuite elementare pentru care s-au identificat variabilele de la intrare ; aceste 
expresii constituie intrările altor circuite elementare ; se obţin astfel expresii 
din ce în ce mai complexe, iar în final expresia căutată, corespunzătoare ieșirii 
circuitului. 
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Fig. 1.34 


Fig. 1.35 


De exemplu, circuitul din figura 1.35 are ca variabile de intrare a şi b. Dacă' 
dreptul ieșirii fiecărui circuit notăm expresiile booleene corespunzătoare, 
m scrie pe rînd, ă, d, ab, âb, ab-+ db. 


1.5.3. Proiectarea circuitelor logice 


Circuitele logice reprezintă o parte importantă din circuitele unui cal- 
culator electronic. Ele realizează diferite expresii booleene care sînt nece- 
sare pentru funcţionarea calculatorului. Este cunoscut că funcționarea 
calculatorului se bazează pe transformarea unor semnale binare, ale căror 
valori „0“ sau „L“ au fiecare o anumită semnificaţie. De exem lu, un număr 
se reprezintă întotdeauna în baza 2, astfel că cifrele sale nu sînt decit O sau 1. 
Un număr cu cinci cifre binare se reprezintă cu ajutorul a cinci semnale bi- 
nare, cîte un semnal pentru fiecare cifră. Semnul unui număr poate fi de 
asemenea reprezentat printr-un semnal binar, considerînd că valoarea 0 co- 
respunde semnului --, iar valoarea 1 semnului —. 

Transformarea semnalelor binare este efectuată conform unor reguli 
bine stabilite, în funcţie de rezultatul urmărit. Adunarea a două numere 
binare. se reduce la o transformare a semnalelor corespunzătoare celor: doi 
operanzi, pentru a se obţine semnalele corespunzătoare sumei, conform regu- 
lilor de adunare a două numere. 

O activitate importantă din cadrul etapei de proiectare a unui calculator 
electronic o constituie proiectarea circuitelor logice din care este alcătuit. 


Proiectarea unui circuit logic se desfășoară în mai multe faze, descrise 
pe scurt în continuare : 

— stabilirea variabilelor de intrare și de ieşire precum şi a semnificației 
valorilor acestora ; 

— determinarea funcţiei booleene (sau a funcţiilor, în cazul mai multor 
ile de ieşire), care corespunde transformărilor necesare ale variabilelor 
de intrare şi alcătuirea tabelului de valori corespunzător ; 

— aflarea unei expresii booleene, de obicei sub forma canonică disjune- 
tivă, corespunzătoare fiecărei funcţii 
ailarea celei mai simple expresii pentru fiecare funcţie booleană ; 

— alcătuirea unui circuit logic care să realizeze funcţiile booleene în 
forma simplificată. 

Este posibil ca unele etape să nu fie necesare în anumite cazuri. De exem- 
plu, dacă tabelul de valori al funcţiei este alcătuit sub formă de diagramă 
Veiteh-Karnaugh, nu este necesară aflarea unei expresii oarecare a funcţiei, 
ci se poate trece direct la aflarea celei mai simple expresii a funcţiei respective. 

Proiectarea unui circuit cu contacte se face urmind aceleași faze astfel 
ca în ultima fază să se alcătuiască schema circuitului respectiv. 

Pentru exemplificare se va prezenta proiectarea unui circuit comparator. 

Circuitul comparator care trebuie proiectat este destinat să compare 
două numere de cite două ciire, indicind pe cel mai mare dintre acestea. 

Variabilele de intrare sînt în număr de patru. Alegem, de exemplu, ca x, 
şi x. să reprezinte cifrele binare ale primului număr, iar xs şi x, pe cele ale 
numărului al doilea. Semnalul de ieşire va indica numărul cel mai mare astfel, 
dacă primul număr este cel mai mare, semnalul de ieșire va avea valoarea „| 
iar dacă al doilea număr este cel mai mare, semnalul de ieşire va avea va 
loarea „0“. Dacă cele două numere sint egale, convenim să considerăm al 
doilea număr ca fiind cel mai mare. În tabelul 1.14 se indică valorile funcției 
circuitului comparator considerînd că numerele sint reprezentate în baza 10, 
iar în tabelul 1.15 funcţia circuitului este definită ca o funcţie booleană. 
Diagrama Veiteh-Karnaugh a acestei funcţii este prezentată în figura 1.36. 
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Forma canonică disjunctivă a acestei funcţii este : 
Horia tasta) — EX etatat XuPatata tr Pobaa XX oPafa XX Past XX aXata. 
Cea mai simplă formă normală disjunctivă este : 
Focus Xa Xa X0) — Xa A Xusta + Xatata, 


după cum se poate vedea și pe diagrama din figura 1.36. Corespunzător acestei 
forme normale se obține circuitul cu contacte din figura 1.37 şi circuitul 
logic din figura 1.38. 

Dacă se dorește realizarea circuitului logic numai prin circuite NICI, 
transformînd funcţia definită anterior, se obține expresia 


Foc Xa Xa XA) — Pata e Baa fr Baa PF Baa PF XoXa 
şi circuitul asociat din figura 1.39. 


1.5.4. Circuite logice complexe 


In echipamentele electronice sînt utilizate adeseori circuite logice com- 
plexe, care realizează simultan mai multe funcţii booleene. Aceste funcții, 
de obicei nu sînt independente, ci se completează reciproc. 

Vom analiza în continuare citeva circuite logice complexe, mai frecvent 
utilizate. 

Decodijicatoare 

Circuitele decodificatoare sint destinate să recunoască diferitele com- 
binaţii de valori ale variabilelor de la intrare. Schematic, un circuit decodi- 
ficator se reprezintă ca în figura 1.40, indicîndu-se pentru fiecare bornă de 
ieşire combinaţia de valori ale variabilelor de intrare corespunzătoare. Re- 
zultă, deci, că funcţiile booleene realizate de un astfel de circuit sînt compuse 
fiecare dintr-un singur mintermen. Se poate astiel observa că pentru orice 
combinaţie de valori ale variabilelor de intrare, una şi numai una dintre 
bornele de ieșire va indica valoarea logică „1“ (şi anume borna de ieşire a 
funcţiei compuse din mintermenul a- 
sociat respectivei combinaţii de valori 
ale variabilelor). In figura 1.41 se 

rezintă un circuit decodificator pen- 
ru două variabile. 

In practică pot fi necesare uneori 
circuite decodificatoare care să indice 
absenţa unor combinaţii de_valori 
ale variabilelor de la intrare. Desigur 
că în acest caz pentru fiecare com- 
binaţie de valori ale variabilelor de 
la intrare numai o singură bornă de 
ieşire va indica valoarea logică „0“ (şi 
anume borna de ieşire a funcţiei, co- 
respunzătoare acelei combinaţii, de- 
oarece această combinaţie nu este 
absentă). Un exemplu de astfel de 
circuit decoditicator cu două varia- 


bile este prezentat în figura 1.42. Fig. 1.42 
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Există şi circuite decodificatoare reduse, care nu au borne de ieșire pen- 
tru toate combinaţiile de valori posibile ale variabilelor de intrare, ci numai 
pentru cele necesare. Un exemplu de astiel de decodificator este prezentat 
în figura 1.43. Acest circuit serveşte la decodificarea cifrelor zecimale codifi- 
cate în binar, conform tabelului 1.16. 


Xa Xa Xa Xa [d 
Dpg 0 [) 
0001 1 
9.00 0 zi 
00 3 
0 90 4 
git gră 5 
[e Îi las) 6 
Oa, Rd 7 
1000 8 
1001 9 
Tabelul 1.16 Fig. 1.44 
Codificatoare 


Cireuitele codificatoare realizează o operaţie inversă în raport cu circui- 
tele decodilicatoare. Astfel, variabilele de la bornele de intrare ale acestor 
circuite nu capătă toate combinaţiile de valori posibile, deoarece atunci cînd 
o vari ă are valoarea „1“, celelalte variabile nu pot avea decit valoarea „0“. 
Rezultă, deci, că numărul de combinaţii ale variabilelor de intrare este egal 
cu numărul variabilelor de intrare. Pentru fiecare dintre aceste combinaţii 
se obţine la bornele de ieșire o combinaţie de valori care reprezintă codul 
semnalului de la intrare. Un circuit codificator este compus din mai multe 
circuite SAU, cîte unul pentru fiecare bornă de ieşire. Fiecare circuit SAU 
are mai multe intrări. În figura 1.44 este prezentat un circuit codificator care 
codifică în binar cifrele 0, 1, - 9. Codul considerat pentru fiecare cifră 
este indicat în tabelul 1.17. Se observă că borna de intrare corespunzătoare 
cifrei O nu este legată cu alt circuit, deoarece codul necesar este format din 
valorile O pentru toate bornele de ieşire. 


Sumatoare 

Unul dintre circuitele cele iai importante ale unui calculator electronic 
îl constituie sumatorul. Acest circuit participă la 
efectuarea operaţiilor aritmetice. Ele cunoscut 
că numerele cu care lucrează un calculator elec- W Ya Yo Ya 
tronic sînt de obicei reprezentate în baza de 
numerație 2. 

Adunarea a două numere binare (în baza 2) 
se efectuează conform regulilor obişnuite, cifră 
cu cifră. Un circuit sumator este realizat pe baza 
circuitului sumator elementar. Circuitul sumator 
elementar efectuează adunarea a două cifre 
binare. Rezultatul adunării este alcătuit din 
două ciire binare: o cifră a sumei şi o cifră 
transport care trebuie adunată la cifrele coloa- 
nei alăturate din stînga. Aceasta înseamnă că 
în realitate un circuit sumator elementar va Tabelul 1.17 
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= trebui să efectueze adunarea a trei cifre binare 
s (cite o cifră de la cele două numere şi cifra transport 
de la coloana precedentă). 

Notind cu a şi b cifrele celor doi operanzi, cu 
! cifra transport de la coloana anterioară, cu s 
cifra sumei şi cu 7” cifra transport către coloana 
următoare, se poate alcătui tabelul 1.18. 

Putem 'deci considera s și (” ca funcţii booleene 
de a, b şi î. Diagramele celor două funcţii sînt 
indicate în figura 1.45, iar în figura 1.46 se pre- 
zintă o diagramă comună pentru cele două funcții. 

Din diagramele Veitch-Karnaugh se pot deduce 
expresiile booleene simplijicate ale celor două 


R 
Dă 


=»--0000 
-so=o=-o 
---o-0c0s 


-o-o-.-o 
--oo-0o 


Tabelul 1.18 funcții : 
s — ăbt + abi + abi + abt şi 
ab -kat+ bl. 


Folosind aceste expresii, un sumator elementar are schema prezentată 
în figura 1.47 
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Simbolic, un sumator elementar poate fi reprezentat ca orice circuit 
logic (fig. 1.48). 

Un sumator pentru numere binare cu n ciire este alcătuit din n sumatoare 
elementare, care adună fiecare cîte o cifră. Circuitele sumatoare elementare 
sînt interconectate pentru a-şi transmite reciproc cifrele de transport res- 
pective. Schema unui sumator pentru patru cifre binare este prezentată în 
igura 1.49. Un astiel de sumator este denumit sumator paralel, deoarece 
cilrele celor două numere sînt introduse simultan. 

Dacă este memorată cifra transport, atunci un singur sumator elementar 
oate fi utilizat (în mod repetat) pentru calculul tuturor cifrelor rezultatului. 

n astfel de circuit, denumit sumator serie, nu mai constituie 
cuit combinaţional, ci un circuit secvențial, iar realizarea fizică a sa este 
mai complicată decît a sumatorului paralel. 


1.5.5. Realizarea practică a circuitelor logice 


Circuitele logice elementare sint realizate practic utilizînd elemente de 
circuit obişnuite : rezistenţe, condensatoare, diode, tranzistori. Există diferite 
scheme de circuite electrice care realizează funcţii booleene. 

Vom prezenta citeva exemple de scheme simple care realizează operaţiile 
booleene elementare. În cazul acestor scheme se presupune că valoarea logică O 
Sale eprezeiajatil de o tensiune de 0 V, iar valoarea logică 1 de o tensiune de 
+4 V. 

In figura 1.50 este prezentată schema unui circuit ŞI. Analizind funcţionarea 
circuitului, se observă că dacă una dintre bornele de intrare are tensiunea 0 V, 
dioda corespunzătoare se află în stare de conducţie, astfel că borna de ieşire 
are de asemenea tensiunea 0 V. Deci, borna de ieșire va avea tensiunea de +4 V 
numai dacă toate bornele de intrare vor avea de asemenea o tensiune de +4 V, 
toate diodele fiind astiel blocate. 

În figura 1.51 este indicată schema unui circuit SAU. In acest caz, oricare 
dintre bornele de intrare ar avea tensiunea de +4 V, dioda respectivă ar fi în 
conducţie, astfel că la borna de ieşire s-ar obţine tensiunea de +4 V. Tensiunea 
deda borna de ieșire este O numai dacă la toate bornele de intrare tensiunea 
este 0. - 

Circuitul din figura 1.52 realizează funcţia de complementare (circuit logic 
NU). Conform principiilor de funcționare ale unui tranzistor, dacă tensiunea 
de intrare este +4 V, tranzistorul se află în stare de conducţie, astfel că tensiunea 
de ieșire este 0 V, iar dacă tensiunea de intrare are valoarea de 0 V, tranzistorul 
este blocat, astiel că tensiunea de ieșire este de +4 V. 
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Se pot realiza cu uşurinţă circuite logice universale cuplînd un circuit NU 
cu un circuit SAU şi respectiv cu un circuit ŞI. Se obţin astfel scheme pentru 
un circuit NU-ȘI (ră 1.53) şi pentru un circuit NICI (fig. | f 

“Tehnica de calcul modernă foloseşte așa-numitele circuite integrate pentru 
realizarea funcţiilor booleene. Circuitele integrate sînt de o mare varietate. De 
obicei au un număr mare de borne (14, 16 sau 32). Unele circuite integrate 
realizează funcţii simple, elementare. Insă, datorită numărului mare de borne, 
un circuit integrat poate conţine mai multe circuite logice elementare indepen- 
dente. Există însă circuite integrate care realizează funcţii complexe, cum ar îi 
codificatoare sau decodificatoare. De asemenea, există circuite integrate care 
au funcțiunile unor circuite secvențiale, avînd și posibilitatea de a memora 
valoarea unor semnale. 


1.5.6. Exerciţii 
1. Să se găsească expresiile funcţiilor realizate de circuitele cu contacte din figura 1.55, 
"să se simplifice şi să se traseze schemele circuitelor care realizează aceleaşi funcţii, con: 


form epretiiloe simplificate. 
2. Să se alle expresiile funcţiilor realizate de circuitele din figura 1.56. 
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8 o 
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Fig. 1.57 Tabelul 1.19 


3. Să se simplifice funcțiile realizate de circuitele din figura 1.57 şi să se traseze schema 
circuitelor care realizează aceleaşi funcţii, conform expresiilor simplificate, 

4. Corespunzător codului prezentat în tabelul 1.19, să se deseneze schema unui circuit 

a) decodificator ; 
b) coditicator. 

5. Să se proiecteze un circuit logic care pentru trei semnale de intrare să indice prezenţa 
unui număr impar dintre acestea. 

6. Să se proiecteze un circuit logic cu trei borne de intrare, care să producă un semnal de 
ieşire egal cu valoarea majorităţii semnalelor de intrare. 

7. Să se conceapă un circuit logic cu patru borne de intrare. Două borne de intrare D,, D+ 
sînt considerate borne de date, iar celelalte două C,, C, sînt considerate borne de conirol. 
Dacă ambele intrări de control au valoarea 0, ieşirea trebuie să aibă o valoare egală cu 
produsul logic al celor două intrări de date. Dacă ambele intrări de control au valoarea 1, 
atunci valoarea semnalului de ieşire trebuie să fie egală cu suma logică a semnalelor 
celor două intrări de date. Dacă numai o intrare de control are valoarea 1, atunci valoa- 
rea semnalului de la ieşire trebuie să fie egală cu valoarea semnalului de la intrarea de 
date corespunzătoare (D, pentru C, şi D, pentru C.). 


11. GRAFURI NEORIENTATE N 


11.1. Noţiuni de bază 


Un graf neorientat G este o pereche ordonată de mulțimi (X, U), unde X 
este o mulţime finită, iar U este formată din perechi neordonate de slemente, 
din X. Putem considera deci că U este o familie de submulțimi cu două elemente 
din mulțimea X. Vom nota G = (X, U). 

Mulțimea X se numește mulțimea vtrfurilor sau a nodurilor graiului Q şi 
mulțimea U se numeşte mulțimea muchiilor grafului G. O muchie fiind un ele- 
ment din U, ea este o submulțime cu două elemente din X, deci are forma 
(x, vj, unde x, yeX. 

Vom nota muchia (x, y) prin (x, y] şi vom spune că ea uneşte viriurile x 
şi y. Deci notaţiile [x, y] şi [y, x] reprezintă aceeaşi muchie ; viriurile x și y se 
numesc extremitățile acestei muchii. 

Dacă [x, y] e U vom spune că viriurile x şi y sînt adiacente în graful G, 
iar vîrfurile x şi y sînt incidente cu muchia [x, y]. 

Deci un graf G poate îi considerat ca o mulţime de vîrfuri, dintre care unele 
sînt unite două cîte două prin muchii. 

Un graf G poate îi desenat în plan reprezentînd virfurile sale prin puncte 
şi muchiile prin linii care unesc anumite perechi de virfuri. 


Astfel graful G = (X, U), unde X = (1, 2, ..., 14) şi U = (11, 2), [1, 3), (2, 4], (3, Al, 
[4, 5], (5, 6], (5, 7], (5, 8], (9, 14), [10, 14], [11, 14), [12, 14), [13, 14]), se reprezintă ca în 
figura I.L. 


De exemplu viriul 4 este adiacent cu viriurile 2, 3 şi 5, virful 8 este adiacent cu virful 5 
iar vîrful 14 este adiacent cu virfurile 9, 10, 11, 12 şi 13. 


Gradul unui vîri x este egal, prin definiţie, cu numărul muchiilor incidente 
cu viîriul x şi se notează cu d(x). 


De exemplu, pentru graful din figura 11.1 obţinem : 

d = d(2) = 43) = 2; d) = 3; 45) = 4; d(6) = d(D=d8)= 1. 
Un vîrf cu gradul egal cu 1 se numeşte virf terminal al gratului. Pentru graful 
din figura II.1, virfurile 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 sînt virfuri terminale. Un 
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vîrt care are gradul egal cu zero, deci care nu mai este adiacent cu nici un alt 
vîrf al graiului, se nurmește ofrf izolat. Graful din figura 11.1 nu conţine virturi 
izolate. 

Există o relaţie simplă între suma gradelor viriurilor unui graf şi numărul 
de muchii, dată de propoziţia următoare : 


Propoziţie. Dacă graful G are m muchii şi vîrfurile xw .. 5 Xa, există relația : 


dx) = 2m. 
p=ă 


Demonstrație. Fiecare muchie [x, v] a grafului G are două extremități x şi v, 
ca contribuind cu o unitate şi la d(x) şi la d(y). 
Deci suma gradelor graiului este egală cu dublul numărului de muchi 
In particular, suma gradelor este un număr par. De aici mai rezultă urn 
torul corolar. 


Corolar. Pentru orice graf G numărul virfurilor de grad impar este par. 


Demonstraţie. Să notăm cu S, suma gradelor pare și cu S; suma gradelor impare 
ale vîriurilor gratului G. 

Conform propoziției demonstrate putem scrie S, + S, — 2m. Să presupu- 
nem, prin reducere la absurd, că numărul vîrfurilor de grad impar ale lui G 
este un număr impar. În acest caz S, este un număr impar. Insă S, este un 
număr par, deoarece fiecare termen din suma care îl defineşte pe S, este număr 
par. Am ajuns astfel la o contradicţie şi anume suma dintre un număr par, S, 
şi un număr impar, S., este un număr par, egal cu 2m. 

Rezultă că presupunerea făcută nu este adevărată, deci proprietatea este 
demonstrată. 

Pentru graful din figura IL. există 10 virfuri de grad impar şi anume : 
4,6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14. 

Un graf parțial al unui grai G — (X, U), este un graf G, — (X, V) care are 
aceeaşi mulţime de vîrfuri cu G, iar V CU. Deci, un graf parțial al lui G este G 
însuși sau se obţine din G pri sipri marea anumitor muchii ale lui G, 

Un subgraf al unui graf G = (X, U) este prin definiţie un graf / — (Y, V), 
unde Y C X iar muchiile din mulţimea V sînt toate muchiile din U care au 
ambele extremităţi în mulţimea de viriuri Y. 

Deci un subgrat H al unui grai G este graiul G însuşi sau se obține din G 
prin suprimarea anumitor vîriuri şi a tuturor muchiilor incidente cu acestea. 

Vom spune că subgraiul H este indus sau generat de mulțimea de virfuri Y. 

Astfel, subgraful grafului G din figura II-I, indus de mulţimea de virturi Y = (1, 2, 3, 4, 
5, 7) este desenat în figura I1.2. 

Un gcaf parţial al gratului din figura 11.2, obținut din acesta prin suprimarea muchiilor 
[1, 3), [3, 4) şi [4, 5] este desenat în figura 

Spunem că graful din figura 11.3 este un subgraf parțial al grafului din figura 11.1. 
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Un graf cu n viriuri pentru care oricare două vîriuri sînt adiacente se nu- 
mește graf complet cu n virfuri şi se notează prin Ky. 

In figura 11.4 este reprezentat graful Ks. 

Deoarece pentru graful K, oricare două vîrfuri sînt adiacente, rezultă că 
numărul m de muchii ale acestui graf este egal cu numărul submulțimilor cu 
2 elemente ale unei mulţimi cu n elemente, adică m = C2. 

Un grat G se numeşte bipartit dacă există o partiție a mulţimii vârfurilor : 


X = XAU Xa XNĂ = 


astfel încît fiecare muchie a gratului uneşte un viri din X, cu un viri din Xa. 
Dacă X, are p elemente, X, are gq elemente şi oricare vîrf din X, este adia- 
cent cu toate vîriurile din Xe, graful se numeşte bipartit complet şi se notează 
prin Ko,a. Graful Ka,a este desenat în figura II.5. 
Deoarece fiecare viri x e X, are gradul d(x) 
muchii ale graiului Kp,a este egal cu pg. 
Un lanț este un şir (succesiune) de virfuri : 


9, rezultă că numărul de 


L = [ao ku sc X7] 
cu proprietatea că oricare două virfuri vecine sînt adiacente, adică [xo, x,], 
Ta Xa], ocs [er-as X7] E U. Virturile xa și x, se numesc extremitățile lanţului L, 


iar numărul r se numește lungimea acestui lanţ. Dacă virfurile xo, x, . 
sînt distincte două cite două, lanțul £ se numeşte elementar. 


Xr 


Pentru graful din figura 11.1 următoarele şiruri de virfuri sînt lanţuri : 
Lu =, 2, 4,5, 6], L2=14,5, 8, 5, 6), La= [9, 14, 10), 
La = 19, 14,710, 14, 01], La=(1,2,4,3, 1]. 


Lanţurile £. şi La sînt lanţuri elementare, deoarece conţin numai virfuri 
distincte două cîte două. Un lanţ LL — [xo, ..., 7] poate fi interpretat ca traseul 
unei deplasări pe muchiile grafului în ordinea Lo, 4], [as ad, = Dra X7l- 
De aceea lanţul L de extremităţi xe şi x, se mai spune că este un lanţ de la x 
la x, sau de la x, la x, Lungimea lanţului L este deci numărul de parcurgeri ale 
muchiilor grafului G. 

Dacă x» = x, şi toate muchiile [acas 4], Ls, Xa], ---, Dea x] sînt distincte 
două cîte două, lanţul £ se numeşte ciclu. Dacă toate virturile ciclului, cu ex- 
cepţia primului şi a ultimului viri, sînt distincte două cîte două, ciclul se nu- 
mește elementar. 
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2 Astiel, lanţul Z, este un ciclu elementar care trece 
prin viriurile 1, 2, 4, 3. 
i Lanţurile [4, 5, 4) sau [1, 2, 4, 5, 4, 3, 1] nu sînt ci- 
cluri deoarece folosesc de mai multe ori aceeaşi muchie. 
B Pentru graful din figura 11.6 obținem trei cicluri ele- 
mentare: 


=, 2,3, 1, Ca=11, 4, 5, 1] şi c.= 


07 ii 


-] Deoarece nu contează sensul de deplasare pe fiecare muchie, 


aceste cicluri pot fi scrise şi sub forma : 
Flea. 11.6 


C.=([1, 3,2, 1, C.=1(1,5,4,]şic,=01,7,6,1, 
sau alegind alte viriuri ca primele viriuri în scrierea ciclului. De exemplu : 
C,= (2, 1, 3, 2] sau €.=[2,3,1,2). 
Ciclul C, = [1, 2, 3, 1, 4, 5, 1] nu este elementar, deoarece viriul 1, care este prim şi ultim 
viri, se mai repetă o dată în acest şir. 
Un graf G se numeşte conex dacă pentru orice pereche de vîriuri (x, y) cu 
x zu, există un lanţ de la x la y. 


Graful G din figura 11.1 nu este conex, deoarece nu există nici un lanț între un virt din 
mulțimea X, — (1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8) şi un virt din mulţimea X, = (9, 10, 11, 12, 13, 14). 
Fiecare din mulțimile X, şi X, induc un subgraf conex al gratului G. 

Aceste două subgrafuri conexe se numesc componentele conexe ale grafului G. 

În general, o componentă conexă C a unui graf G se defineşte ca fiind un 
subgraf conex al lui G care este maximal în raport cu această proprietate, adică 
nu există nici un lanţ al lui G care să unească un viri din C cu un vîri care nu 
aparţine lui C. 


Pentru graful G din figura 11.1 mulțimea de virluri (6, 7, 8) nu induce o componenti 
conexă deoarece nu induce un subgraf conex. Mulțimea de virfuri Y = (9, 10, 14) care induce 
un subgraf conex nu formează o componentă, deoarece nu este maximală în raport cu această 
proprietate. Intr-adevăr, există de exemplu muchia (14, 13] care uneşte virful 14 din Y cu 
virful 13 care nu aparţine lui Y. 

Graful din figura 11.2 este conex, iar graful din figura 11.3 are trei componente conexe : 
una este formată din virful izolat 3, alta este formată din viriurile 1, 2, 4 şi cea de a IIl-a are 
virturile 5, 7. 


Exemple 


1. In figura 11.7 este reprezentată o parte a schemei căilor ferate din ţara noastră. 

Acest desen este un graf, viriurile sale reprezentind nodurile de cale ferată, iar muchiile 
reprezentînd legăturile directe pe calea ferată dintre două noduri. Dacă cunoaştem distanţele 
în kilometri asociate fiecărei muchii, ne putem pune problema găsirii celui mai scurt traseu 
pe calea ferată între două localităţi. 

Acesta va corespunde unui lanţ elementar în graful din figura 11.7, care uneşte cele două 
localităţi şi pentru care suma distantelor asociate muchiilor este minimă. 

O excursie în circuit care trece o singură dată prin anumite localităţi, întorcîndu-se în loca- 
litatea de pornire, va corespunde unui ciclu elementar în acest graf. 
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2. Vom considera acum un exemplu din fizică şi anume calcului intensităţilor curenților 
care trec prin ramurile unei reţele electrice, ca cea din figura 11.8, 

Pentru a rezolva această problemă, cunoscind schema reţelei, tensiunile electromotoare 
și valorile rezistențelor, se scriu legile lui Kirchhoif relative la noduri şi la ochiuri de reţea. 

Făcind abstracţie de elementele de circuit care se găsesc pe laturile schemei putem desena 
această rețea sub forma grafului din figura 11.9. Nodurile rețelei vor corespunde virturilor gra- 
tului din figura 11.9, iar ochiurile de reţea vor corespunde ciclurilor elementare ale acestui graf. 

Fizicianul Kirchhoff a studiat, la mijlocul secolului trecut, rețelele electrice cu metode 
care aparțin astăzi teoriei grafurilor, contribuind la dezvoltarea acestei teorii. 

3. Formulele de structură ale substanţelor chimice sint grafuri pentru care legăturile dintre 
virfuri corespund legăturilor dintre grupările sau atomii care compun molecula. 

Astiel, apa are molecula reprezentată în figura I1.10.a, acetilena are formula de structură 
în figura 11.10.b, molecula de benzen este reprezentată în figura 11.10.c, iar cea de glucoză 
în figura 11.10.d. 
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n figurile II.1l.a — I1.11.d aceste formule de structură au fost reprezentate sub formă 
de grafuri pentru care virfurile sint atomii (respectiv grupările) din moleculă, muchiile reprezen- 
tind legăturile lor chimice. 

Graturile din figurile 11.11.b şi I1.11.c nu sînt grafuri în sensul definiţiei 
date, deoarece între anumite perechi de virfuri există mai multe muchii. 

Un astfel de graf cu muchii multiple se numeşte multigraf. 

Intr-un graf sau multigraf care este desenul moleculei unei substanţe, gradul 
unui virf este tocmai valența atomului (grupării) respective. 

In figura 11.12 sînt reprezentaţi cinci izomeri ai compusului organic numit ciclooctatetrenii, 
care are formula C,H,. Fiecare din cele cinci multigrafuri conţine cîte trei muchii duble şi şase 
muchii simple, în virfurile acestora găsindu-se gruparea CH, de valență egală cu trei. Din acest 
motiv fiecare virt este incident cu exact trei muchii, deci are gradul trei. 

Aceşti izomeri pot trece unii în alţii prin acţiunea diferiților factori exteriori şi enumerarea 
tuturor izomerilor posibili, deci a tuturor multigrafurilor cu un număr fixat de virfuri, toate 
avind gradul trei, poate da sugestii despre obţinerea lor în laborator. 


Probleme 


„1.1. Să se determine lanţurile elementare dintre viriurile 1 şi 7 ale gratului din figura 11.13 
1.1.2. Dacă un graf G nu conține cicluri, orice lanţ care nu foloseşte de mai multe ori o aceeași 
muchie este elementar. 
11.1.3. Un graf G cu n viriuri are m muchii astfel încît să aibă loc inegalitatea : 


„Ci 
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Să se arate că G nu are virturi izolate. 
Un graf G are n virturi şi p componente conexe. Să se arate că numărul m al muchiilor 
gralului G verifică inegalitatea : 


mn Ciomue 


Să se indice pentru ce grafuri această inegalitate devine egalitate. 
Să se arate că orice graf conține cel puţin două virturi care au acelaşi grad. 
Două grafuri G = (X, U) şi [1 = (Y, V) se numesc izomorje dacă există o bijecţie: 


PX=Y 


astfel încit [x,y] e U dacă şi numai dacă [/(X), [(y)] «a V. Deci două grafuri izomorte 
au acelaşi număr de virfuri şi se obțin unul din celălalt printr-o renumerotare a vir:- 
furilor. Să se arate că grafurile din figura 11.14 sint izomorie. Aceeaşi problemă pentru 
grafurile din figura 11.15. 
Fiind dat un graf G = (X, U), complementarul său G = (X, U) se delineşte ca fiind 
nraful cu aceeaşi mulțime X de virfuri, două virturi fiind adiacente în G dacă şi numai 
dacii ele nu sînt adiacente în G. 
De exemplu unul din cele două grafuri din figura 11.14 este complementarul celuilalt, 
Să se arate că dacă G nu este conex, atunci complementarul său G este conex. 
Si se calculeze numărul grafurilor cu n viriuri date: x, ă 
Pe mulțimea X a virfurilor unui graf G= (X, U) se introduce următoarea relaţie 
binară : 
Spunem că x este în relaţie cu y şi scriem x — y dacă x — y sau există un lanț de extre- 
mităţi x şi y, Să se arate că această relație binară este o relație de echivalenţii şi clasele 
acestei echivalențe sînt mulțimile de viriuri ale componentelor conexe ale gratului. 
. Fie G un graf care nu conţine cicluri elementare de lungime pară. Să se arate că G con- 
ține un virt x de grad d(x) < 2. 
» Să se găsească toate subgrafurile complete cu 3 virturi ale grafului din figura 11.16. 


E 
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11.2. Grafuri hamiltoniene 


Un ciclu elementar al! unui graf G care trece prin toate vîrfurile grafului se 
numește ciclu hamniltonian. 

Un grai G care are un ciclu hamiltonian se numeşte graf hamiltonian. 

Originea acestui termen se găseşte într-un joc inventat în anul 1857 de ma- 
tematicianul William Hamilton. Partea sa principală era un dodecaedru regulat 
făcut din lemn (fig. 11.17). 

Acesta este un poliedru cu 12 feţe care sînt toate pentagoane regulate, iar 
în fiecare din cele 20 de virfuri se întîlnesc cite 3 muchii. Fiecare viri al dode- 
caedrului lui Hamilton era marcat cu numele unui oraş. Jocul consta în găsirea 
unui drum de-a lungul muchiilor dodecaedrului care să treacă prin fiecare din 
cele 20 de oraşe exact o dată şi să se întoarcă în oraşul din care a plecat. 

Pentru a uşura memorarea trecerilor efectuate, în fiecare viri al dodeca- 
edrului era cîte un cui cu o floare mare, astfel încît în jurul acestor cuie putea 
să se întindă un fir care să indice drumul parcurs în această călătorie ima- 
ginară în jurul lumii. 

Problema revine la găsirea unui ciclu hamiltonian în graful format cu vîr- 
furile şi muchiile dodecaedrului. Acest graf este hamiltonian, un ciclu hamilto- 
nian în reprezentarea plană a graiului dodecaedrului fiind desenat cu linii 
îngroșate în figura 1.18. 

O problemă mai generală este aceea a voiajorului comercial, care are urmă- 
torul enunţ : Un voiajor comercial trabuie să prezinte în n oraşe produsele 
fabricii pe care o reprezintă, după care se întoarce în orașul din care a plecat. 
Cunoscîndu-se costul deplasării între oricare două dintre cele n oraşe, se cere 
să se determine un traseu care să viziteze o singură dată cele n orașe și care 
să aibă un cost total minim. 

In termenii teoriei grafurilor, problema revine la determinarea unui ciclu 
hamiltonian în graful complet AK, ale cărui virfuri reprezintă cele n orașe, 
pentru care suma costurilor asociate celor n muchii ale ciclului să fie minimă. 


Pentru a rezolva practic această problemă ar trebui definit un algoritm eficient de rezolvare. 

Deşi această problemă a fost mult studiată, nu a fost descoperit pină în prezent un algo- 
ritm eficient de rezolvare şi nici nu se cunoaşte dacă poate exista un astfel de algoritm pentru 
găsirea unui ciclu hamiltonian de cost minim. 


Ciclurile hamiltoniene în grafuri particulare au fost de fapt studiate cu 
mult înainte ca Hamilton să fi propus jocul său. 


Fig. IL18 


Fig. IL17 
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Fig. IL19 


In special jocul calului pe o tablă de şah a fost analizat de Euler în anul 1759. 

Acest joc cere să se găsească un ciclu hamiltonian în graiul cu 64 de viriuri 
care reprezintă cele 64 de pătrate ale unei table de şah şi pentru care două vîrfuri 
sînt adiacente dacă un cal de pe tabla de şah poate sări în L de pe un pătrat 
pe celălalt. În figura 11.19 sînt reprezentate două soluţii ale aceabsi joc. 

Teorema următoare ne dă o cond suficientă pentru existența unui ciclu 
hamiltonian. 
Teoremă. Dacă G este un graf cu n > 3 virfuri astfel încit gradul oricărui vîrf x 
verifică inegalitatea : 


di E, 
(x) = 


rezullă că G este hamiltonian. 
Demonstraţie. Vom raţiona prin reducere la absurd. Să presupunem deci că 


Ti e . i Ă spe 
pentru orice viri x avem d(x) > z şi G nu conţine nici un ciclu hamiltonian. 


Vom adăuga muchii între perechi de viriuri neadiacente atit timp cît aceasta 
este posibil, fără ca în graiul astfel obţinut să existe un ciclu hamiltonian. Se 


obţine astfel un graf H cu proprietatea că d(x) > F pentru orice vii x, deoa- 


rece ii adăugarea de muchii gradele viriurilor cresc. In plus, pentru orice 
pereche de vîriuri neadiacente x şi v, prin adăugarea muchiei [x, 4) se creează 
un ciclu hamiltonian care folosește muchia [x, y]. Deci în graiul /7 există un 


lanţ elementar de extremităţi x şi y 
LL [us Xa se Xa, 
unde x, = X, Xa = şi vîrfurile x, ..., x, sînt toate cele n viriuri ale grafului FI. 

Este clar că există măcar o pereche de viriuri ncadiacente x, y în graful 7, 
deoarece în caz contrar AH = K, şi graful complet cu n vîriuri este hamiltonian. 

Să notăm d() = şi fie Xa Xa +00 Xa unde în = 2 Ci... Cin 
vîriurile adiacente cu viriul x. 

Deoarece /I nu este hamiltonian, rezultă că y nu este adiacent cu nici unul 
din viriurile x4,_u, - +, Xe. Într-adevăr, în caz contrar rezultă că x este adia- 
cent cu un virf x, și y este adiacent cu x,_., ceea ce ar produce un ciclu hamil- 
tonian în F. Acest ciclu este desenat cu linie îngroşată în figura 11.20. 


Fig. 11.20 
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Insă această proprietate contrazice 


Deci dintre cele n — 1 virturi : x, 
cel puţin £ virfuri, adică : 


d) <n—1—a sn— 


deoarece în graful 77 avem d(x) — ke azi 


ipoteza făcută că A nu este hamiltonian. 
» Xa-w Virful x» = y nu este adiacent cu 


Am obținut deci dp)< 2 ceea ce contrazice proprietatea d(y) > ze 


valabilă pentru orice viri din /7. Deci am demonstrat prin reducere la absurd 


că H este hamiltonian. 


Probleme 


112.1, Conţine unul din cele două grafuri din figura 11.15 un ciclu namiltonian ? 
Dar graful din figura 11.21? 


Fig. 11.21 


Fig. 11.22 


11.2,2. Un delegat al unei întreprinderi din oraşul A trebuie să meargă în oraşele B, C, D şi £ 


şi apoi să se întoarcă în oraşul A, 


Gunoscînd costurile deplasării dintr-un oraş în altul, care sînt numerele asociate muchiilor 


erafului din figura 11.22, 


Fig. 11.23 
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se determine succesiunea de oraşe pentru care costul total 


al deplasării să fie minim, ştiind că 
sosirea în oraşul B este mai urgentă 
decit sosirea în oraşul D. 

O maşină poştală trebuie să plece de 
1a oficiul poştal P, să videze 11 cutii 
poştale şi să se reîntoarcă la oficiul P. 
Cele 11 cutii sînt reprezentate ca 
virturi ale grafului din figura 11.23, 
iar distanţele dintre cutii sint repre- 
zentate prin numere în cerculete 
asociate muchiilor acestui grai, care 
indică posibilitățile de deplasare de 
ia o cutie la alta. Să se găsească un 
ciclu hamiltonian în acest graf, care 
să corespundă unui traseu al maşinii 
poştale de lungime totală minimă. 


11.2.4. Să se arate că numărul ciclurilor hamiltoniene ale graiului complet K, cu n > 3 virturi 
este egal cu 
m—Dr 
2 
11.2.5. Să sc arate că numărul ciclurilor elementare ale grafului complet K, este egal cu : 


D 


1 


mln — 1) 


pentru orice n > 3. 


11.3. Grafuri euleriene 


Un ciclu al unui grai G care conţine toate muchiile lui G se numește ciclu 
eulerian. Un graf G care are un ciclu eulerian se numeşte graf eulerian. 

Din definiția unui ciclu toate muchiile pe care acesta le conţine sînt distincte 
două cite două. Deci pulem spune că un ciclu hamiltonian trece o singură dată 
prin toate viriurile unui graf, în limp ce un ciclu eulerian trece o singură dată 
prin toate muchiile unui graf. 

Ciclurile euleriene îşi trag denumirea de la numele matematicianului Leonard 
Euler care în anul 1736 a caracterizat grafurile care au un astfel -de ciclu. Euler 
a fost condus la această problemă de jocul celor 7 poduri din oraşul Kaliningri 
Cele 7 poduri sint desenate în figura 11.24 și problema era următoarea : 

Se poate realiza o plimbare peste toate cele 7 poduri, trecînd o singură dată 
peste liecare pod? 

Am reprezentat cele 4 regiuni A, B, C, D şi cele 7 poduri a, bc. de,fg 
ca virfuri ale grafului din figura Î1.25, muchiile grafului reprezentind „posi: 
bilităţile de trecere de pe un mal pe un pod sau reciproc. 

Problema celor 7 poduri are o soluţie dacă există un lu eulerian pentru 
graful din figura 11.25. Un astfel de ciclu la fiecare trecere printr-un vîri utili- 
zează două muchii, care nu mai pal îi folosite pentru o nouă trecere. Existenţa 
unui ciclu ceulerian pentru acest graf este imposibilă, decarece, de exemplu, 
gradul viriului D este egal cu 3. 

I.a o primă trecere prin D sînt utilizate două din cele trei muchii, o nouă 
trecere fiind deci imposibilă şi una din muchiile incidente cu D rămîne nefolosită. 
riza observaţie simplă ne conduce la următoarea caracterizare a grafurilor 
euleriene : 


c 


e a = 


9 


Fig. 11.24 Fig. 11.25 


Teoremă. Un graf G fără virfuri izolate este eulerian dacă şi numai dacă este conex 
şi gradele tuturor virfurilor sale sînt numere pare. 

Demonstraţie. Să presupunem că graful G nu are viriuri izolate şi conţine un 
ciclu eulerian. Fie x, y două virîuri oarecare ale lui G. Dacă x şi y sînt adiacente, 
rezultă că există un lanț de lungime egală cu unu între x şi y. În caz contrar, 
deoarece G nu are viîriuri izolate, există două muchii 4 şi v astfel încît u este 
incidentă cu x și v este incidentă cu y. G fiind eulerian, există un ciclu care 
trece prin u şi o, deci prin vîriurile x şi y. Rezultă că x şi y sînt unite printr-un 
lanţ, deci G este conex. 

Dacă ciclul eulerian este [x,, x: m, x] şi dacă virful x apare de £ ori 
irul ezultă d(x) — 24, deoarece fiecare trecere printr-un vîrf 
Deci toate gradele virfurilor lui G sînt numere pare. 

Pentru a demonstra suficiența condiţiei, să presupunem că graful G nu are 
viriuri izolate, este conex şi are gradele tuturor viriurilor numere pare. Să 
arătăm că G conţine un ciclu eulerian. Să presupunem, prin reducere la absurd, 
că G nu conţine un ciclu eulerian. Deci sau G nu conţine cicluri, sau conţine numai 
cicluri care nu parcurg toate muchiile lui G. Fie C un ciclu al grafului G care 
conţine un număr maxim de muchii ale lui G. Vom arăta că presupunerea că C 
nu există sau C nu conţine toate muchiile lui G ne conduce la o contradicţie. 

Pentru aceasta vom considera graful parţial HI al lui G obţinut din G prin 
suprimarea tuturor muchiilor parcurse de ciclul C. Deoarece ciclul C foloseşte 
în fiecare viri x al lui G un număr par de muchii și conform ipotezei gradele 
virfurilor lui G sînt numere pare, rezultă că gradele tuturor viriurilor lui /7 
sînt numere pare, ca diferenţe de numere pare. Ciclul C nefiind eulerian, rezultă 
că H are mulțimea muchiilor nevidă şi măcar una din muchiile lui / are în 
comun una din extremităţile sale, fie z, cu ciclul C. Într-adevăr, în caz contrar 
ar rezulta că mulţimea virfurilor parcurse de ciclul C ar forma o componentă 
conexă care nu conţine toate virfurile lui G. Insă acest lucru contrazice ipoteza 
făcută că G este conex. Să plecăm din virful z pe muchia lui H incidentă cu z, 
deplasîndu-ne pe muchiile grafului //, fără a trece de două ori pe aceeaşi muchie. 
Dacă G nu conţine cicluri, obţinem H — G şi alegem pe z un viri oarecare al 
lui G. După un număr finit de astiel de deplasări ne vom întoarce în z. Pentru 
a justifica această afirmaţie, să observăm că gradele graiului / fiind numere 
pare, iar fiecare trecere printr-un viri utilizînd exact două muchii care nu mai 
pot fi parcurse, rămîn tot un număr par de muchii. Deci odată ajunşi în oricare 
vîrf diferit de z al lui H mai rămîn un număr impar, deci nenul, de muchii ne. 
utilizate și putem părăsi acel virf. Deoarece H are un număr finit de muchii, 

rezultă că după un număr de paşi ne reîn- 
toarcem în s. 

Am obţinut astfel un ciclu C, în graful H, 
care nu are nici o muchie în comun cu ci- 
clul C. Reuniunea muchiilor lui C şi C, ge- 
nerează un nou ciclu în graful G care conține 
un număr mai mare de muchii ca C (fig. 11.26). 
S-a ajuns astfel la o contradicţie, deoarece 
s-a presupus că C conţine un număr maxim 

ca de muchii. Rezultă că G este eulerian şi teo- 
rema este demonstrată. 
p, Ordinea de parcurgere a muchiilor lui C 
d şi C, pentru a obține un ciclu mai lung ca C 
Fig. 11.26 este de exemplu următoarea : 
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Plecăm din z şi ne întoarcem în pe muchiile ciclului C, apoi facem aceeaşi 
operaţie pe muchiile lui C,. Procedeul constructiv utilizat pentru a demonstra 
suficiența teoremei constituie în acelaşi timp un algoritm pentru a obține cicluri 
din ce în ce mai lungi, pînă la obținerea unui ciclu culerian într-un graf conex 
și cu gradele virturilor pare. Ciclurile culeriene inter vin într-o serie de probleme 
de colectare şi distribuire. Condiţia impusă unui ciclu de a nu parcurge de mai 
multe ori o aceeași muchie se poate traduce printr-o condiţie de lungime minimă 
a traseului. 


Astfel, un poştaş care pleacă de la un oficiu poştal pentru a distribui corespondența pe un 
număr de străzi şi se întoarce la oficiu, trebuie să parcurgă un ciclu culerian în graţul care re- 
prezintă reţeaua stradală respectivă, pentru a avea de străbătut un traseu de lungirhe mini mă. 


Probleme 


11.3.1. Să se găsească un ciclu eulerian pentru graful din figura 11.27. 


2 3 
Fi 
E 
hi 3 
Fig. I.27 Fig. 11.28 


1.3.2, Să se indice care este numiărul minim de muchii care trebuie adăugate grafului conex 
din figura 11.28 pentru a-l transforma într-un graf eulerian. 

1.3.3. Să se indice cum poate fi transformat graful neconex din figura 11.29 într-un grat eule- 
rian prin adăugarea unui număr minim de muchii, 


Li 3 3 
Fig. 11.29 


11.34. Un graf G conţine o mulțime de cicluri elementare astfel încît fiecare muchie a lui G 
aparține exact unuia din aceste cicluri elementare dacă şi numai dacă toate gradele 
virfurilor lui G sînt numere pare. 

11.3.5. Fie G un graf conex şi x şi y două viriuri distincte ale lui G. Să searatecă există un 

lanţ de extremităţi x şi y care utilizează o singură dată toate muchiile lui G, dacă şi 
numai dacă x şi y sînt singurele virfuri de grad impar ale grafului. 
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11.4. Arbori 


Un graf conex şi fără cicluri se numeşte arbore. În figura 
11.30 este desenat un arbore cu 10 vîrturi. 

Se observă din această figură că oricuin am suprima o 
muchie a arborelui se obține un graf neconex care are două 
componente conexe. De asemenea, oricum am uni printr-o 
muchie două virfuri neadiacente ale unui arbore se creează un 
ciclu unic. De exemplu, dacă adăugăm muchia (3, 4) apare 
ciclul [2, 3, 4, 21, dacă adăugăm muchia [5, 7] apare ciclul 
15, 1, 10, 7, 5] ete. Aceste proprietăţi au loc pentru orice ar- 
bore, aşa cum rezultă din teorema următoare. 


Teoremii. Următoarele afirmaţii sint echivalente pentru un graf G: 


1) G este un arbore. 

2) Geste un graf conex minimal, adică G este conex şi dacă 
oarecare [x, y] graful obținut devine necone. 

3) G este un graf Jără cicluri maximal, adică G nu conţine cicluri şi dacă x şi y 
sint două virfuri neadiacente ale lui G, atunci graful obținut din G prin adăugarea 
muchiei (x, y) conține un ciclu. 

Demonstrație. Vom arăta că 1) = 2), 2) = 1), 1)=>3) şi 3) = 1), ceea ce va 
demonstra echivalenţa celor trei proprietăţi ale unui graf. 

1) = 2). Să presupunem câ are loc 1), adică G este conex şi fără cicluri, 
Trebuie arătat că are loc 2), adică prin suprimarea oricărei muchii [x,y] se 
obține un graf neconex. presupunem prin reducere la absurd că graful G, 
obținut din G prin suprimarea muchiei [x, ] este conex, deci există un lanț 
L == Dep o. y) de extremi i y. Dacă se repetă un viri 2 în şirul care îl 
definește pe L, adie 

AGE pe ORE De A, AM abatea ete Napoca | 
vom suprima din lanţul L una dintre apariţiile lui z împreună cu virfurile 
în. tobţinînd un nou lanţ [ de extremităţi x şi y. Continuînd acest procedeu 
vom obține în final un lanț elementar de extremităţi x şi y în graful G,. Acest 
lanț elementar împreună cu muchia suprimată x, y] formează un ciclu în 
arborele G, ceea ce contrazice definiţia unui arbore. Deci are loc 2). 

2) = 1). Dacă G este un graf conex minimal, să presupunem prin reducere 
la absurd că G conţine un ciclu [x, z,, ---, 2, *]. Prin suprimarea muchiei 
[x, y) a acestui ciclu se obţine un nou grai G,. Graful G, este conex deoarece în 
orice lanț de la u la v în graful G care foloseşte muchia [+, y] putem înlocui 
această muchie prin lanţui L = [x, zu, -.-, Za, v] care există în G,, obţinînd 
un lanţ de la u la v în graful G,. Deci G, este conex, ceea ce contrazice 2). Rezultă 
că G este fără cicluri și este conex, deci G este arbore. 

1) = 3). Dacă G este arbore rezultă că G este fără cicluri. Fie x și y două 
vîriuri neadiacente ale lui G. Am văzut că există un lanţ elementar [X, Zu, Za, ..-, 
Zu y] de extremităţi x şi y. Deci prin adăugarea muchii [x, y] se obține un nou 
grai G, care conţine ciclul [x, zi, ..-, 2 v, x], adică are loc 8). 

3) = 1). Fie Gun graf fără cicluri maximal. Trebuie arătat că G este conex. 
Presupunînd că G nu este conex, rezultă existența a două viîrfuri x şi y care apar- 
țin unor componente conexe diferite ale lui G. Prin adăugarea muchiei [x, y] 
se formează un nou graf G, care nu poate conţine un ciclu (x, Za, Za, -- -+ Ze V, X], 
deoarece în acest caz G conţine lanţul [x, z,, .--, Za, y], ceea ce contrazice pre- 


suprimăm o muchie 
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supunerea că x şi y aparțin unor componente conexe diferite ale lui G. Insă 
acest lucru contrazice proprietatea 3), deci G este conex. Deoarece G este fără 
cicluri rezultă că G este arbore şi are loc 1). Demonstrația este încheiată. 

Un graf parțial / al unui graf G cu proprietatea că FI este arbore se nu- 
mește arbore parțial al lui G. 


Corolar. Un graf G conţine un arbore parțial dacă şi numai daci G este conex. 


Dmonsiraţie. Pentru a demonstra necesitatea, să observăm că deoarece arbo- 
rele parţial 47 este conex şi G se obţine din FI prin unirea prin muchii a unor 
viriuri neadiacente din //, rezultă că şi G este conex. Să arătăm acum că orice 
grai conex G conţine un arbore parţial //. Dacă G este un grai conex minimal, 
din teorema precedentă rezultă că G este arbore, deci vom lua H — G. In caz 
contrar, există o muchie [x, v] a lui G cu proprietatea că graful parţial G, ob- 
ținut din G prin suprimarea muichiei [x,y] este conex. Dacă G, este un graf conex 
minimal vom lua H = G,. În caz contrar vom repeta pentru G, procedeul de 
suprimare a unei muchii aplicat lui G ş-a.m.d., pînă la obținerea unui graf conex 
minimal, care va îi un arbore parţial al lui G. 

Procedeul descris are un număr finit de paşi deoarece graful G de la care 
pornim are cel mult Ci muchii dacă el are n viriuri, iar la fiecare etapă se su- 
primă cîte o muchie a grafului parţial obținut în âcel moment. 


Propoziția 1.4.1. Orice arbore cu n > 2 virfuri conţine cel puţin 2 virjuri terminale (de gradul 1) 


Demonstraţie. Să presupunem, prin reducere la absurd, căi există un arbore A cu n > 2 virturi 
care are cel mult un virf de gradul 1. 


Fie L == [vs zu «+: Zi, y] un lanţ elementar de lungime maximă al lui A, deci care conţine 
un număr maxim de inuchii. Cel puţin una dintre extremităţile lui £, fie accasta /, are gradul 
d(y) > 2 deoarece A are cel mult un viri de gradul 1. Deoarece este adiacent cu 2, rezultă că 
mai este adiacent cu un virf al lui A. Deoarece lantul £. arc o lungime maximă, rezultă că y 
nu poate fi adiacent decit cu unul dintre virturile x, zi, -.., za-1, ceea ce produce un ciclu în 
eralul A. Deoarece A este arbore am ajuns la o contradicție şi proprietatea este demonstrată, 

Sii observăm că arborele din figura 11.30 are 10 virfuri şi 9 = 10 — 1 muchii. Această pro- 
prietate are loc în general, aşa cum ne arată propoziţia următoare 


Propoziția 1.4.2. Orice arbore cu n virfuri are n — | muchii. 


Demonstrația se face prin inducţie după n. Pentru n = 1 există un singur arbore cu un virf 
şi fără nici o muchie, pentru n = 2 obţinem de asemenea un arbore unic Ka cu 2 viriuri şi o 
singură muchie. 

Să presupunem că proprietatea este adevărată pentru orice arbore cu cel mult n virfuri 
şi fie A un arbore cu n + 1 virfuri şi m muchii. Conform propoziției precedente, arborele A are 
cel puțin două virfuri de gradul 1. Fie « unul dintre acestea şi A, subgraful obținut din A prin 
suprimarea virfului « şi a muchiei incidente cu x. Deoarece A nu conţine cicluri, rezultă că nici A, 
nu conţine cicluri. Vom arăta că în plus graful A, este conex, deci A, este un arbore cu n vîrturi. 
Fie u şi v două viriuri diferite între ele şi diferite de x ale arborelui A. Deoarece A este conex 
rezultă că există un lanţ, deci şi un lanţ elementar £.= [4 ..., u]. Dacă muchia incidentă cu x 
este [x, y], rezultă că lanţul elementar L nu foloseşte muchia [x,y] pentru că d(x) = 1. Deci L 
este un lanț de extremităţi u şi v şi pentru subgraful A+. Rezultă că A, este conex. Aplicind 
ipoteza de inducţie pentru A, găsim că el are un număr de muchii egal cu m, = n — 1. Dar A 
conține în plus faţă de A, muchia [x, y], deci A are m= (n — 1) + 1= n muchii şi proprie: 
tatea este demonstrată, 


Proprietatea unui arbore de a fi un grai conex minimal face ca arborii să 
intervină într-o serie de probleme de optimizare, cum este următoarea : 
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Problema arborelui parțial minim 


Să considerăm un grat conex G = (X, U) şi o funcţie c: U — R, care aso- 
ciază fiecărei muchii â grafului G un număr real pozitiv numit costul acelei 
muchii. 

Costul unui graf parțial FI — (X, V) al lui G este egal prin definiţie cu suma 
costurilor asociate muchiilor lui 77, ceea ce vom nota prin: 

(ED) — S clu). 
sv 
unui graf parţial FI al lui G care să fie conex 


Se pune problema determină 
şi să aibă un cost minim. 

Un astiel de graf parţial de cost minim trebuie să fie un arbore parţial, 
deoarece arborii sînt singurele grafuri conexe minimale. 

Într-adevăr, dacă H este un graf parțial de cost minim a! lui G și H/ conţine 
o muchie — Îx, y] a cărei suprimare conduce la un alt grai parţial H,, conex, 
rezul : 


c(H) = c(H) + c(u) > cl). 

Insă inegalitatea obţinută c(77,) < c(/7) contrazice minimalitatea grafului HI. 

Rezultă că orice grai parţial de cost minim care este conex este un arbore 
parțial al lui G. Dacă viriurile grafului G reprezintă de exemplu nodurile unei 
reţele de telecomunicaţii, iar costul unei muchii reprezintă costul instalării unei 
linii telefonice între cele 2 noduri ale reţelei reprezentate de extremităţile muchiei, 
problema detern eţelei conexe de cost minim este tocmai problema găsirii 
unui arbore parțial de cost minim în gratul care reprezintă reţeaua. 

Reţeaua de comunicaţii obţinută trebuie să fie conexă pentru a facilita 
realizarea de convorbiri telefonice între oricare două noduri ale reţelei, direct 
sau indirect, printr-o serie de noduri intermediare. 

Pentru irea unui arbore parţial de cost minim, pe care îl vom numi în 
continuare arbore parţial minim al unui graf conex, prezentăm următorul 
algoritm : 

Algoritmul APM (arbore parțial minim) 

Fiind dat un graf conex G — (X, U) cu o funcţie cost c: U — R,, se alege 
o muchie u cu costul c(u) minim. Dintre muchiile nealese se va selecta mereu 
muchia de cost minim care nu formează cicluri cu muchiile deja alese. 

Aplicarea acestui algoritm se termină cînd se obține o mulțime de mu- 
chii V, deci un graf parţial // = (X, V) al lui Gcu V CU, cu proprietatea că 
oricare dintre muchiile rămase ale lui G formează cicluri cu muchiile lui A. 
Deci H este un graf fără cicluri, maximal, cu aceeași mulțime de virfuri ca G. 

Conform teoremei demonstrate rezultă că // este un arbore parţial al lui G, 
i Să aplicăm algoritmul APM pentru gratul conex G cu 
A 6 virfuri din figura 11.31, pentru care costurile muchiilor sînt 
desenate lingă muchiile respective. 

Alegem mai întîi o muchie de cost minim, de exemplu 
[1, 2) cu costul 2, apoi muchia [1, 4] care are de asemenea un 
cost minim egal cu 2. In continuare există două muchii dintre 
cele nealese avind costul minim egal cu 3 unităţi şi anume 
[2, 3] şi (3, 4]. O alegem de exemplu pe [2, 3). Muchia rămasă 
de cost minim este [3, 4), dar ea nu mai poate fi aleasă 
deoarece formează cielul [1, 2, 3, 4, 1] cu muchiile deja 
i. alese. Alegem de exemplu muchia (1, 6] cu costul 4 şi apoi 
Fig. M.3i muchia [1, 5) cu costul 4, fără a apărea cicluri formate cu mu- 
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Fig. 11.32 Fig. 1133 Fig. 11.34 


chiile alese. Am obținut 5 muchii : [1, 2), [2, 3], [1, 4), [1, 6), [1, 5], deci am obţinut un arbore 
parțial al grafului G, deoarece propoziţia 11.4.2 ne arată că un arbore cu n viriuri are n — 1 
muchii. Se observă uşor că oricum am adăuga o nouă muchie grafului parțial obținut în fi- 
gura 11.32 apare un ciclu. 

Deci graful din figura 11.32 este un arbore parțial minim, de cost egal cu 15, al grafului 
conex din figura 11.31. 

Dacă în locul muchiei (1, 6) alegem muchia [5, 6] cu acelaşi cosi egal cu 4, obţinem arborele 
minim din figura 11.33. Se mai poate obţine un arbore minim înlocuind muchia [1, 5] prin mu- 
chia [6, 6] pentru arborele din figura 11.32. Se mai obțin trei arbori minimi dacă se înlocuiește. 
pentru fiecare din cei trei arbori obţinuţi, muchia [2, 3] prin muchia [3, 4] de acelaşi cost, egal 
cu 3. Unul dintre acești arbori este desenat în figura 11.34. Rezultă că graful din figura 11.31 
are 6 arbori parțiali minirmi. 


In general, dacă există mai multe muchii cu acelaşi cost, pentru un graf 
conex ot exista mai multe posibilităţi de alegere a unei muchii de cost minim 
care nu formează cicluri cu muchiile deja alese, deci pot exista mai mulţi arbori 
parțiali minimi. 

Vom încheia acest paragraf indicînd o formă a algoritmului APM care 
este uşor programabilă pentru un calculator electronic. 

Pentru aceasta, să observăm că iniţial se pleacă cu un graf parţial al 
graiului G care nu conţine nici o muchie, deci care conţine n vîrfuri izolate 
dacă G are n virfuri. Ulterior, prin adăugare de muchii se formează grafuri 
parțiale care nu conţin cicluri, deci care au drept componente conexe arbori. 

observă că o nouă muchie u poate fi selectată dacă are un cost minim 
printre muchiile nealese şi dacă extremităţile ei aparțin unor componente 
conexe diferite ale grafului parțial obţinut pînă în acel moment. 

În caz contrar apare un ciclu, deoarece conform teoremei demonstrate 
un arbore este un graf fără cicluri, maximal. 

Pentru a memora numerele de ordine ale componentelor conexe în care 
se paeec, la un moment dat virurile graiului G vom folosi o listă cu n poziţii, 
astiel încît poziţia i din listă, notată cu (i), să indice numărul de ordine al 
com) orsnteli în care se găseşte virful i al grafului. 

entru a uşura căutarea muchiei de cost minim, vom alcătui lista muchiilor 
gratului G în ordine crescătoare a costurilor. Algoritmul se va opri după ce a 
selectat exact n — 1 muchii, deoarece un arbore cu n vîrfuri are n — 1 muchii. 

Algoritmul APM devine: 

1. Pentru 1, „n se face L(i)-i 
4 2. Se alcătuieşte lista muchiilor grafului G în ordinea crescătoare a cos- 
urilor ; 

3. Fie [p, q] prima muchie din şirul muchiilor lui G ; 

4. Au fost selectate n — 1 muchii ? Dacă da, stop. 

Am obţinut un arbore parţial minim. 
Dacă nu, mergi la pasul următor. 
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5. Se verifică dacă L(p) = L(q). Dacă da, se consideră următoarea muchie 
din şirul de muchii ale lui G. Se notează cu p. respectiv q cele două extremi- 
tăţi ale acestei muchii şi se repetă pasul 5. Dacă L(p) 7 [-(9) se merge la 
pasul următor. 

6. Se selectează muchia [p. 9] ca o nouă muchie a arborelui parțial minim. 
Dacă de exemplu L(p) < (9); toate elementele £(i) = L(9) se înlocuiesc 
cu valoarea L.(p) şi se merge la pasul 4. 

Se observă că dacă L(p) — L(9), cele două extremităţi ale muchiei (p, g] 
sînt în acelaşi arbore, deci alegerea lui [p, g] ar crea un ciclu în graful parțial 
obținut la momentul respectiv. Deci trebuie considerată următoarea muchie 
din şirul de muchii. La pasul 6 se unifică componentele conexe cărora le 
î arta cele două extremităţi ale muchiei [p, g) ,dind tuturor virfurilor din 
reuniunea celor două componente numărul de ordine egal cu £.(p). La sfirşitul 
aplicării algoritmului lista L va avea toate poziţiile egale cu 1. De fapt, după 
selectarea ultimei muchii putem să ne oprim, fără a mai unifica numerele 
de ordine ale celor două ultime componente conexe. 


Pentru exemplul grafului din figura 11.31, o ordonare posibilă a muchiilor în ordinea 


crescătoare a costurilor este următoarea : 
(1, 2], [1 41, 12, 3), 13, 41, 15, 6), 11, 5,11, 6], (4, 5), [1, 3), 12, 5], (4, 6). Iniţial, lista £ 


are forma | [2 [3 [a [5 [e |. Deoarece 2(1) 4 (2) se selectează muchia [1, 2] şi se 
obține lista £: [a lu[a[a[o [o]. Acum z(D=1 74 L(4) = 4, deci alegem şi mu- 
chia [1, 4]. 

Noua listă L: [i[i[ala[5 [o |. Oblinem £(9=1 7 L(3)=3, deci alegem şi mu- 
cehia [2, 3], reactualizind lista £: [aa [ia [o o |. Deoarece L(3) = L(4) = 


nu vom alege muchia [3, 4], trecînd Ia următoarea muchie (5, 6). Deducem L(5) = 5 7 L(6) = 
— 6, deci seleetăm muchia [5, 6] şi găsim noua listă L:[aŢi|a]a [5 ]5 ||. Selectim 


şi a V-a muchie [1, 5] deoarece L(1)= | ș L(5) = 5 oblinind arborele din figura 11.83 
şi noua listă L cu toate componentele egale cu 1. 


Probleme 


„ Să se găsească un arbore parțial minim al grafului conex din figura 11.35. 
. Fie Q un graf cu n > 3 virturi. Să se arate că următoarele afirmaţii sînt echivalente : 


a) G este un arbore; 
b) G este conex şi are n — 1 muchii; 
€) G este fără cicluri şi are n — 1 muchii. 


11.4.3. Dacă G este un graf conex cu n viriuri, să se arate că 
pentru orice k astfel încit 1 < k < n există un sub- 
j graf conex al lui G cu F viriuri. 
11.4.4. Să se arate că un graf cu n virturi şi cel puţin n muchii 
conţine cel puţin un ciclu. 


11.4.5. Fie G un graf conex cu n virfuri şi m muchii. Să se 
arate că numărul minim de muchii care trebuie înlă- 


turate astfel încît graful obţinut să nu conţină cicluri 
este egal cu m—n +1 (acest număr se numeşte 
numărul ciclomatic al grafului). 
11.4.6. Numerele d, > d; > ... > d, > 1 sint gradele virtu: 
rilor unui arbore cu n > 2 virturi, dacă şi numai dacă 
Fig. 11.35 drd +... +d,=2n-2. 
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11.5. Arbori binari şi aplicaţii 


Este un arbore care are un virf numit rădăcină, al cărui grad este zero, 
unu sau doi. Dacă gradul rădăcinii este zero, arborele binar este format 
. În caz contrar, rădăcina se leagă printr-o muchie sau 
de unul sau două alte noi virfuri care se desenează sub 
rădăcină şi care se numese Fiii vîrfului rădăcină. Modul în care vîriurile fiu 
se desenează sub rădăcină, la stînga sau la dreapta, are importanţă. Deci 
vom face distincţie între fiul din dreapta şi fiul din stînga rădăcinii. Aceste 
noduri fiu au fiecare zero, unul sau două noduri fiu, la stînga sau la dreapta 
ş-a.m.d. Vom spune că rădăcina arborelui are nivelul 0, fiii rădăcinii ni- 
velul 1, fiii acestora nivelul 2, descendenţii de ordin & ai rădăcinii nivelul fe 
şi îi vom desena la aceeaşi înălțime faţă de marginea de jos a unei pagini. 

În figura 11.36 este reprezentat un arbore binar cu rădăcina A. Pe nive- 
lul 1 apar viriurile B şi C:;_B este fiul din stînga al lui A şi C este fiul din 
gi cauia al lui A. Pe nivelul '2 se găsesc virfurile şi E, iar pe nivelul 3 vtriu- 
rile F şi G. 

Virurile terminale sau virfurile de grad 1 diferite de rădăcină ale acestui 
arbore sînt D, F£, G, C. Se observă că aceste virfuri sînt vîrfurile care nu au 
fii. În figura 11.37 sint desenaţi doi arbori binari care sint identici ca arbori, 
dar sînt distincţi ca arbori binari, deoarece pentru unul dintre ei B este 
fiul din stînga al rădăcinii A, iar pentru celălalt 4 este fini din dreapta al 
rădăcinii A. 

Dacă suprimăm rădăcina şi muchiile incidente cu aceasta, arborii obţi- 
nuţi se numesc subarborele sting, respectiv subarborele drept al rădăcinii. 
Unul dintre aceştia sau amindoi pot fi vizi. De exemplu pentru arborele 
binar din figura 11.36 viriul A are subarborele stîng format din virturile B, 
D, E, F, G iar subarborele drept format din virful C. 

Noţiunea de subarbore se aplică şi altui vîri diferit de rădăcină. 

De exemplu virful terminal D are ambii subarbori stîng și drept vizi, 
vîrful E are subarborele stîng format din vîrful £ şi subarborele drept format 


din viriul G. 
Dacă fiecare vîri care nu este vîri terminal al unui arbore binar are exact 


doi fii, arborele binar se numeşte complet. 
Arborele binar din figura 11.36 este complet, dar arborii binari din fi- 


gura 11.37 nu sînt compleţi. 


ARE a = TA 


A A 


i — ie A a 
Ii 8 8 
Fig. 11.36 Fig. 11.37 
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115.1. Notaţia fără paranteze a unei expresii aritmetice 


Oricărei expresii aritmetice formate din constante şi variabile şi care 
utilizează operaţiile de adunare, scădere, înmulțire, împărțire şi ridicare 


Ia putere i se poate asocia un arbore binar. De exemplu, expresiei : 

+ yz+7 
i se asociază arborele binar complet din figura 11.38, unde semnul * repre- 
zintă înmulţirea. 

În vîrfurile acestui arbore sint reprezentaţi operatorii, adică operaţiile 
din expresia aritmetică sau operanzii, adică constantele şi variabilele din 
expresie. Ultima operaţie efectuată este adunarea, care se reprezintă în 
rădăcina arborelui binar. Subarborele stîng, respectiv subarborele drept 
reprezintă cele două expresii cărora li se aplică această ultimă operaţie de 
adunare şi anume (x ++ y)z şi 7. Pentru expresia (x -|- y)z se aplică aceeaşi 
regulă de reprezentare, deci în rădăcina subarborelui stîng vom reprezenta 
operaţia de înmulţire ş.a.m.d. Constanta 7 se reprezintă în rădăcina subarbo- 
relui drept, care nu mai conţine alte viriuri. 

Să reprezentăm după aceeaşi regulă expresia : 


(e — apt tr 
va 
Se obţine arborele binar complet din figura 11.39, unde semnul / reprezintă 
operația de împărțire, iar 7 reprezintă operaţia de ridicare la putere. Deci 
vom nota: 


i-a alb, iar = a1b. 

Un arbore asociat unei expresii aritmetice este un arbore binar complet, 
oricare vîrf neterminal avind asociat un operator are exact doi fii. Intr-adevăr, 
operaţiile întilnite într-o expresie aritmetică sint operaţii binare, adică au 
doi operanzi. Viriurile terminale ale arborilor din figurile 11.38 şi 11.39 au 
asociaţi operanzii din expresia aritmetică, care sint constantele şi variabilele 
expresiei. 


Fig. 11.38 Fig. 11.39 
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— a. CP 


e) (2) O, (5) O, O) 


Fig. 11.40 


Se observă că deoarece operaţiile de scădere, împărţire şi ridicare la 
utere nu sint comutative, arborii obținuți sînt într-adevăr nişte arbori 
binari. pentru care se face distincție nt ir it dreapta şi fiul din stinga 
al fiecărui virf neterminal. 

Aşa cum am făcut în figurile 11.38 şi 11.39, vom reprezenta expresiile 


a—b, si a după cum se arată în figura 11.40, cu a desenat la stinga şi b 


desenat la dreapta virfului care reprezintă operatorul de scădere, împărțire 
sau ridicare la putere. 

În general, pentru a reprezenta o expresie aritmetică £ sub forma unui 
arbore binar, procedăm după regula următoare : 

a) Dacă E este o constantă sau o variabilă, arborele binar se reduce la 
rădăcină, căreia îi asociem constanta sau variabila respectiv! 

b) Dacă £ — Ea Es, unde « este unul dintre operatorii : +-, —, *, /, fe 
vom asocia rădăci arborelui binar operatorul «, subarborele sting va re- 
prezenta după aceeaşi regulă expresia aritmetică E£,, iar subarborele drept 
va reprezenta după aceeaşi regulă expresia E.. 

Această regulă conduce, prin recurenţă, la un arbore binar complet 
asociat expresiei £. Invers, fiind dat un arbore binar complet care conține 
în nodurile terminale constante sau variabile şi în celelalte noduri operatori, 
se poate obţine uşor expresia aritmetică asociată. Din punctul de vedere al 
calculului automat, cu ajutorul unui calculator electronic, o altă formă a unei 
expresii aritmetice este mai utilă. Această formă se obține de exemplu prin- 
tr-un procedeu de parcurgere a virfurilor arborelui, plecînd din rădăcină şi 
trecînd prin fiecare virt o singură dată. Parcurgerea arborelui binar asociat 
unei expresii aritmetice are loc după regula următoare : se pleacă din rădă- 
cină pe muchia din stinga, iar în momentul cînd întreg subarborele sting 
al unui viri a fost parcurs, se parcurge subarborele drept al acelui virt după 
aceeaşi regulă. De liecare dată cind se trece printr-un virf se scrie operatorul 
sau operandul asociat acelui virf. 

Pentru arborii binari din figurile 11.38 și 11.39 ordinea de parcurgere a 
fost desenată printr-o linie punctată. 

De exemplu, pentru arborele din figura 11.38 plecăm din rădăcină pe 
muchia din stînga şi ne deplasăm pe muchiile din stinga pînă ajungem în 
vîrful terminal asociat variabilei x. Deoarece subarborele sting al viriului 
diferit de rădăcină, asociat cu operaţia +, a fost parcurs, parcurgem sub- 
arborele drept, care se reduce la rădăcină şi are asociată variabila y. Acum 
subarborele stîng al virfului asociat cu * a fost parcurs, vom parcurge sub- 
arborele drept, care se reduce la rădăcină şi are asociată variabila z. Am par- 
curs subarborele sting al rădăcinii întregului arbore, deci mai rămîne de par- 
curs subarborele drept care se reduce la rădăcină şi are asociată constanta 7. 

Am găsit succesiunea : -ţ- * + x 27, care se numeşte notația poloneză 
sau notația fără paranteze a expresiei aritmetice (x + yz + 7. Se foloseşte 
termenul de notație poloneză pentru şirul de semne obţinut în urma par- 
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dată a unui arbore binar asociat unei expresii aritmetice, 


ii rej a e Fi : i 
curgerii cu regul ukasiewicz a fost primul care a definit-o. 


deoarece matematicianul polonez Li 
Ta urma parcurgerii arborelui binar din figura 11.39 se obține şirul de semne : 


e — îx2*3yt/x+ru, 
care reprezintă notația poloneză sau notația fără paranteze a expresiei aritmetice : 


ca — ape = 

j PE ea 
Pentru a calcula valoarea numerică a unei expresii aritmetice, trebuie ca toate 
variabilele să aibă atribuite anterior anumite valori numerice. Calculul 
valorii numerice a unei expresii aritmetice cu paranteze, pentru care toate 
variabilele au atribuite anumite valori numerice, se realizează într-un cal- 
culator, după ce a fost obținută notația poloneză a acelei expresii, în modul 
următor : 

Se detectează în şirul de semne care alcătuiesc notația poloneză ultimul 
operator în sensul de la stinga la dreapta. 

Se aplică acel operator celor două valori numerice care îl urmează în şir 
şi numărul astfel obţinut este plasat în şir în locul operatorului şi a celor 
două numere care au fost utilizate în calcul. 

Şirul nou obţinut conține cu 2 semne mai puţin decit vechiul şir. Dacă 
am obținut un singur număr ne oprim, deoarece el reprezintă valoarea nu- 
merică a expresiei aritmetice. Dacă nu, aplicăm același procedeu şirului de 
semne obţinut în acest moment. 

În cazul şirului + * + x z 7 seva înlocui succesiunea + x y prin rezultatul adunării 
valorii lui x cu valoarea lui pe care îl notăm a. Se obţine şirul : + * az 7, unde a= x+-y. 


Se înmulteşte a cu z și se obţine şirul : + b 7, unde b = az. În final se obține o singură va- 
loare, b+4-7=az4+7= (x +2 + 7, adică valoarea numerică căutată. 


Vedem deci cum un studiu de logică matematică şi-a găsit aplicaţii la 
programarea calculatoarelor electronice, care au apărut cu 15 ani mai tirziu. 


115.2. Arbori de sortare 


, m înseamnă a scrie aceste numere în 


A sorta n numere reale a, as, 


ordine crescătoare, adică a găsi o permutare p a mulțimii (1, ..., ny care 
veritică : 

O) S Ap) S see SQ) 
Dacă numerele a, ..., a, se află depuse în această ordine în memoria unui 


calculator, sortarea lor presupune rearanjarea acestor numere astfel încît 
ele să apară în ordine crescătoare. 

Vom vedea cît de uşor putem găsi unul din aceste numere în cazul cînd 
ele sînt sortate, în raport cu situaţia cînd numerele sînt aranjate într-o 
ordine oarecare. Se apreciază că cel puţin o treime din timpul de lucru al 
calculatoarelor care lucrează în domeniul informaticii de gestiune este afectat 
unor sortări de date. 

Vom presupune mai întîi că vrem să determinăm cel mai mic dintre 
numerele a,, ..., a, pe care îl notăm min (au, --., a,), comparînd nume- 


rele două cite două. 


Propoziţie. Numărul minim de comparaţi 
a găsi min (av, ..-, a,) este egal cu n — |. 
Demonstrație. Să notăm numărul minim de comparații a cite două numere 
necesar pentru a găsi minimul din n numere prin /(n). 

Dacă n — 2 găsim minimul comparînd cele două numere, deci /(2) — 1. 

Presupunînd proprietatea adevărată pentru orice m <n—1, fie n 
numere au ---, au. După prima comparaţie găsim b — min (a, a), unde 
1 si<j <n. Rămine să determinăm minimul din n —1 nuinere, care 
formează mulțimea ţa, ..-, a) N(a, aj), la care se adaugă numărul b. 

Deci putem scrie : 


a cite două numere necesare pentru 


Fin) = 1 n). 


Deoarece conform ipotezei de inducţie f(n — 1) — n —2, rezultă că 
[in) = n — 1 şi proprietatea este demonstrată. 

Procesul de găsire a minimului din n numere se poate reprezenta prin- 
tr-un arbore binar. Într-adevăr, se poate proceda prin analogic cu reprezen- 
larea unei expresii aritmetice printr-un arbore binar, deoarece operaţia de 
găsire a minimului din două numere este o operaţie binară. 


De exemplu, dacă determinăm min (2, 7, 5, 1) putem proceda astfel : găsim min (2, 7) = 
= 2, apoi min (2, 5) = 2 şi în fine min (2, D=1 


Acest calcul este reprezentat prin- arborele binar complet din figura 11.41. 
In rădăcina arborelui apare numărul 1, care este rezultatul şi fiecare 
viri neterminal! are asociat un număr care reprezintă minimul celor două 
numere asociate fiilor săi : 
Pentru a sorta n numere a,, . 


a„ pulem proceda după cum urmează : 
Determinăm mai întii min (a, 4») şi acest număr îl punem pe pri- 
mul loc în şirul sortat. Pentru a găsi numărul de pe locul al doilea deter- 
"minăm minimul din cele n — 1 numere rămase ş.a.m.d. 
Numărul de comparații necesare pentru a sorta cele n numere cu acest 
algoritm este egal cu: 


A 
(i 2 Di 2) pp una 


Vom vedea că acest număr poate fi îmbunătăţit substanţial prin con- 
strucția unui arbore de sortare pentru care toate viriurile terminale apar pe 
un singur el sau pe două nivele consecutive. Pentru a construi un astiel 
de arbore, să observăm că dacă arborele este complet şi toate viriurile termi- 
nale apar pe nivelul r, atunci el conţine 2 viriuri terminale. 


Tis. Ma 
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ă 3 irturi, pe nivelul 2 sint 4 virfuri şi dacă 
ni neve pe SR 1 sint 2 Și hoimiPSarturi, rezultă că pe nivelul r 
presupunem că, pe. nivel 4; dacă numărul de virfuri terminale este o pu- 


sînt 2.271 = 27 viriui ri ri 
r viriuri,, Deci cit construi un arbore binar complet cu toate 
tere a lui 2, adică n e îi Pacelași nivel. 


i terminale pe Y hei 0 
virturile „terminăle Br nota cu r numărul natural care verifică inegalităţile : 


27 acte BI, [45] 


Să notăm cu x numărul de vîrfuri care se găsesc pe nivelul r +- 1 într-un 
arbore binar complet cu toate viriurile terminale pe două nivele consecu- 
tive şi cu y numărul de virfuri care se găsesc pe nivelul r. 

Deoarece numărul total de vîrfuri terminale este egal cu n, putem scrie : 


x+y=n. 2) 


Dacă construim pentru fiecare virf de pe nivelul r cei doi fii care se găsesc 
pe nivelul r-+- 1, obținem, împreună cu cele x noduri deja existente pe 
nivelul r + 1, un total de "+1 virfuri pe nivelul r + 1. Deci mai obținem: 


x + 2y = 2r1. (3) 
Ecuațiile (2) şi (3) formează un sistem care determină complet pe x şi v şi 
anume: y = 2ri—n şi x — 2n —2r*!. Deoarece sint verificate inegali- 


tăţile (1) rezultă că 271 —n > 0 şi 2n — 2%: > 0, deci viriurile arborelui 
se găsesc pe nivelele r şi r -- 1. De exemplu, dacă n = 6 obţinem 2? < 6 < 7, 
deci r =2 şi y = 29 —6 —2 iar x = 12-—23 = 4. Arborele binar complei 
cu 6 virfuri terminale pe două nivele consecutive va avea deci 2 viriuri pe 
nivelul 2 şi 4 vîrfuri pe nivelul 3. EI este desenat în figura 11.42. Să presu- 
punem acum că vrem să sortăm numerele din şirul : 4, 6, 3, 5, 2, 8 

Vom aplica următorul algoritm, numit selecţia arborescentă: repre” 
zentăm aceste 6 numere în viriurile terminale ale arborelui din figura 11.42. 
Completăm celelalte virfuri interioare ale arborelui, astfel încît în fiecare 
vîri interior să se afle scris minimul din cele două numere asociate fiilor săi, 

Numărul de comparații necesare este egal cu 5, adică numărul minim 
de comparații pentru găsirea minimului din 6 numere. 

În vîrful arborelui se află numărul 2, care este minimul din cele 6 numere. 
Scriem numărul 2 pe prima poziție a şirului sortat şi scoatem numărul 2 din 
arborele de sortare, punind o linioară în virful terminal unde a fost scris 
numărul 2. Pentru a completă'arborele şi a găsi minimul din numerele ră- 
mase, este suficient să completăm numerele înscrise în viriurile lanţului 
care unește rădăcina arborelui cu virful terminal unde a fost scris numărul 2. 
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Din (1) deducem că r<log;n<r+l, deci r = [logan], adică r este 
partea întreagă din log;n. Dacă n = 2" obținem că r = logan = [logan], 
deoarece în acest caz log, n este număr întreg. La primul pas facem n — 1 
comparații pentru a completa întregul arbore de sortare și deci pentru a 
pâsi min (au, ---, a.) care apare în rădăcină. La fiecare din paşii următori 
acem comparații cel mult la nivelele r, r— 1, ..., 1, pentru a completa 
viriurile care se găsesc pe lanţul care uneşte rădăcina cu viriul terminal din 
care a fost suprimat un număr. Pentru exemplul dat, [loga 6] = 2 şi la fiecare 
pas ulterior am făcut cel mult r — 2 comparații. 

Deci numărul de comparații este majorat de: 


n—1+(n—br = (n —D(r+ D= (n — D(Uogan] + 1). 


Fig. 11.46 
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Avantajul algoritmului selecției arborescente faţă de algoritmul de găsire 
repetată a_minimului în ceea ce privește numărul de comparații î6se cae 
î ență peniru n mare. 3 

De exemplu, dacă avem de sortat 1001 numere, cu algoritmul de găsire repetată a 
minimului, trebuie să efectuăm 

1D01(1001 — 1) 
2 


500 500 


comparații. 
Deoargce 21 == 1 024: rezultă r = [log, 1 001] = 9 şi algoritmul selecţiei arborescente 
necesită numai 1000-10 == 10.000 comparaii, adică de 50 de ori mai puţin. 


Incheiem această aplicaţie menţionind că există metode eficiente de 
reprezentare a structurii de arbore binar în memoria unui calculator. 


1.5.3. Algoritmul de căutare binară 


Problema regăsirii informaţiei stocate în memoria unui calculator constă 
în găsirea unui articol, care conţine de obicei mai multe înregistrări memo- 
rate secvențial, după anumite valori, numerice sau alfanumerice, ale uneia 
sau mai multor înregistrări care formează acel articol. 

Deci în cazul valorilor numerice, problema găsirii unui articol dintr-o 
mulțime de articole memorate secvențial în memoria unui calculator, revine 
in esenţă la următoarea problemă. de căutare; 

Dindu-se n numere într-o ordine fixată, a, as, ..:, am, să se determine 
care număr are o valoare dată p. Vom presupune că problema are un rezul- 
tat unic, deci există cel mult un număr dintre a,, ..., a, care este egal cu p. 
Pute pe rind fiecare: dintre numerele 


numerelor a, ..., a, 
spunem că a avut loc o căutare fără succes, 


În cazul unei căutări cu succes numărul mediu de comparații necesar 


n 


pentru găsirea valorii b este egal cu » iar în cazul unei căutări fără succes 


2 
numărul de co;nparaţii este egal cu n. 4 
Dacă efectuăm multe căutări peinice înregistrările a,, + dm este mai 
avantajos din punctul de vedere a numărului de comparații, deci al vitezei 


de calcul, să se procedeze astfel: se sortează mai întîi cele n numere 


(de fapt. articolele care conţin respectiv înregistrările a,, ..., a,). Deci 
voni presupune în continuare că : 
«<a < <a. 


Apoi se aplică un algoritm rapid de căutare, care se bazează pe următoarea 

observaţie : g 4 s 
Dacă comparăm numărul a, cu b, rezultă următoarele trei posibilităţi : 
a) a, = b şi căutarea este încheiată ; 
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b) as = b şi deci vom continua căutarea printre numerele as, < asus < 
< :»- < am care sînt mai mari ca a,. Dacă i — n, deci nu mai există numere 
mai mari ca a,, ne oprim, deoarece căutarea nu a avut succes. Numărul b 
nu se găseşte printre numerele a,, .. ui 

c) a. > b şi deci vom continua căutarea printre numerile a, <a, < 
În: Su care sint mai mici ca a,. Dacă i — 1, deci nu mai există nu- 
mere mai mici ca a, ne oprim, deoarece căutarea nu a avut succes. Rezultă 
că b nu se găsește printre numerele date. Algoritmul de căutare care va fi 
prezentat în continuare alege mereu numărul a, la mijlocul şirului de numere 
în care căutăm numărul d. De exemplu, dacă n este impar, numărul de 


indice se găseşte la mijlocul șirului a, ..-, a. Dacă însă n este par, 
există două numere care se găsesc la mijlocul şirului şi anume numerele de 
indici 7 şi 2- ++ 1. Deoarece n este par obținem 2 — [* RE ] Algoritmul 
e pentru indicele numă- 


de căutare binară utilizează mereu valoarea 


rului de la mijlocul șirului : 
Ap Sapun <--: Sag 

Algoritmul de căutare binară. va 

Fiind date numerele în ordine crescătoare a, < a; < .7. < ap, se caută 
în acest șir numărul b. 

1) Se stabileşte p— 1, g=— n. 

2) q<p? Da: Stop. Algoritmul se termină fără succes. În caz contrar 
se stabileşte i 22]. 

3) Se compară b cu a. Dacă b <a, se merge la pasul 4); dacă b > a, 
se merge la 5), iar dacă b = a,, algoritmul se termină cu succes. 

4) Se atribuie g— i —1 și se merge la 2. 

5) Se atribuie p— i +1 și se merge la 2. 


La paşii 4 şi 5 se redefinesc marginile subșirului care trebuie cercetat în 
continuare, în funcţie de rezultatul comparaţiei de la 3. Condiţia de oprire 


în cazul căutării fără succes este g < p, aşa cum vom verifica pe un exemplu. 
Să aplicăm algoritmul de căutare binară pentru găsirea numărului 25 din şirul sortat : 
3, 5, 12, 14, 15, 18, 24, 25, 42. 


Deci n=— 9, a. — 3, as = 5, ..., as = 25, a, = 42. Iniţial p= 1, 9= 9, i= 5, La pasul 3 
găsim 25 > a, = 15, deci la pasul 5 redefinim p = 6. Se merge la 2 şi se calculează i — 


- [2] = 7. La pasul 3 găsim 25 > ay = 24, deci trecem la pasul 5 unde redefinim p = 


Ne întoarcem la pasul 2 unde calculăm noua valoate a lui i [2 = 8, iar la pasul 8 gă- 


sim 25 = as. Algoritmul s-a terminat cu succes după trei comparații. 
Să presupunem acum că vrem să căutăm (fără sueces) numărul 13. Iniţial p = 1, g= 9, 
îi = 5. La pasul 3 găsim 13 < ax = 15, deci la pasul 4 redefinim g— 4. Mergem la 2 și 


[= 2. La pasul 3 găsim 13 > 5 =— as, deci trecem la pasul 5 unde rede- 
E 


calculăm 
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Fig. 11.47 


finim p = 3. Ne întoarcem la 2 unde calculăm i = Z = 3. La 3 găsim 13 > a,= 12, 
deci mergem la pasul 5 unde obținem p = 4. Ne întoarcem la 2 cu valorile p=9=4, deci 
î=4, iar la 3 găsim 13 <a, = 14. Mergem la 4 unde dăm valoarea 9 = 3. 

Ne întoarcem la 2 unde găsim q < p, deci algoritmul s-a terminat fără succes după 
efectuarea a 4 comparații. 


În cazul unei căutări fără succes a numărului b, la pasul 2 condiţia q < p 
este verificată cînd p =r, qg=r— 1 şi există inegalităţile: 


a <b<a,. 


Într-adevăr, algoritmul localizează numărul b între numerele de indici r — 1 
şi r, deci la un moment dat p + r—1 şi q — r. Deoarece b > a,_u,i se dă 
lui p valoarea r. Găsim b < a,, deci gia valoarea r— | şi ne oprim deoa- 
rece q < p. Algoritmul de căutare binară poate fi privit ca un arbore de de- 
cizie binar, ca cel din figura 11.47 pentru cazul n = 9. 

In acest caz prima comparaţie efectuată este aceea a lui b cu a, cafe este 
reprezentată prin nodul rădăcină al arborelui binar din figura 11.47. Dacă 
găsim b =— as ne oprim. În caz contrar, dacă b < as vom compara pe b cu aa, 
comparaţie care este reprezentată prin rădăcina subarborelui sting al rădă: 
cinii 5. Dacă însă b > as, vom compara pe b cu az, comparaţie care este 
reprezentată prin rădăcina subarborelui drept al rădăcinii 5. In fiecare virf 
al arborelui care se obţine în acest mod este scris indicele i al numărului a 
cu care se compară b în acel moment. Dacă b < a, se urmează ramura din 
stînga, efectuînd o comparaţie cu numărul al cărui indice este scris în rădă- 
cina subarborelui stîng al nodului î. Dacă b > a, se urmează ramură din 
dreapta, efectuînd o comparaţie cu numărul al cărui indice este scris în rădă- 
cina subarborelui drept A oul i. O căutare fără succes va conduce la unul 
din nodurile terminale, reprezentate printr-un pătral, numerotate de la 0 
la 9 în sensul de la stînga spre dreapta. 

De exemplu, se ajunge la nodul 0 dacă b <a,, la nodul | dacă a <b< 
<a, ..., la nodul 9 dacă b > ae. 

Căutarea cu succes a numărului 25 a fost reprezentată în figura 11.47 
prin linie punctată şi corespunde parcurgerii lanțului care uneşte rădăcina 
arborelui cu nodul neterminal cu numărul 8. Căutarea fără succes a numărului 
b = 13 a îost reprezentată prin linie întreruptă şi corespunde parcurgerii 
lanțului care uneşte rădăcina cu nodul terminal cu numărul 3, deoarece 
as <b < as. Se observă că în fiecare caz numărul de comparații este egal 
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cu numărul de noduri neterminale care se găsesc pe lanţul care unește rădă- 
i vîrful care reprezintă sfîrşitul procesului de căutare. Astiel, în cazul 
i numărului 25 = as s-au efectuat trei comparații, iar în cazul căutării 
fără succes a numărului a; < 13 < a, au fost eiectuate patru comparații : 
cu a;, cu au, cu as și cu as. 

Reprezentarea strategiei de căutare în cazul algoritmului de căutare 
binară printr-un arbore de decizie binar ne va ajuta la evaluarea performanţelor 
acestui algoritm. Folosim termenul de arbore de decizie binar deoarece de- 
cizia de continuare a procesului de căutare, adică fie oprirea căutării, fie 
căutarea pe ramura din stînga, fie căutarea pe ramura din dreapta a unui 
nod, depind de rezultatul comparaţiei numărului căutat cu numărul din 
şir indicat de nodul în care ne aflăm. Evaluarea eficienței acestui algoritm 
este dată de următoarea teoremă, care poate fi demonstrată prin inducţie 
după &. 


'Teoremii. Dacă efectuăm o căutare 
binară şi dacă n verifică inegalităţi 


tr-un şir ordonat de n numere cu algoritmul de căutare 


2 sn<2, [00] 
atunci : 
a) O căutare cu succes necesită cel mult k comparații ; 
b) O căutare fără succes necesită k — 1 sau k comparații. 

O ilustrare a acestei proprietăţi pentru cazul n = 4 este dată în figura 11.48. 
Observăm că numărul maxim de comparații în cazul unei căutări cu sueces este egal cu 
numărul de nivele pe care se găsesc nodurile naterminale, adică cu 3. Se vede din figura 11.48 
că acest număr maxim de comparații se atinge numai pentru găsirea ultimului număr ae 

In cazul unei căutări fără succes numărul de comparații este egal cu 2 sau cu 3, deoa: 
rece nodurile terminale se găsesc pe nivelele 2 şi 3. Din figura 11.48 se observă că în acest 
enz numărul de comparații cgul cu 3 se atinge numai pentru virturile terminale 3 și 4, 
deci în cazurile cînd a, < b = a, şi respectiv b > 

Din (1) deducem k — 1 logan < &, deci & — 1 = [logan] de unde & = [logen] +], 

De exemplu, dacă vrem să căutăm un număr printre 1 000 de înregistrări citind inre- 
gistrare cu înregistrare şi făcind comparaţiile respective, trebuie să facem în medie 500 de 
comparații în cazul unei căutări cu succes şi 1 000 de comparații în cazul unei căutări fără 
succes. 

Dacă însii înregistrările sînt sortate, în cazul folosirii algoritmului de căutare binară 
vom evalua numărul de comparații aplicind teorema anterioară. 

Deoarece 2: = 1 024, obținem & = (log, 1 000] + 1 = 10. Deci orice căutare cu succes 
necesită între una şi zece comparații, iar orice căutare fără succes necesită 9 sau 10 compa- 
raţii. 


-a obținut o reducere importantă a numărului de comparații, deci implicit şi a timpului 
de căutare, în raport cu cazul înregistrărilor nesortate. 


Fig. 11.48 
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Probleme 


U.S. 


1.5.2. 


1.5.3, 


11.54, 
1.5.5, 


1.5.6. 


11.5.7 


1.5.8. 


Să se scrie notația fără paranteze pentru fiecare din următoarele expresii aritmetice : 
a. («e+Wuy+ade+x: 

b. By — Bta + 2; 

erai ptezii arie 

+a z+ax x+y 

d. a + b* + c*— 3abc; 

e. (2x00 — a(141 — 3); 


e. 


fa + ş 
234. 
= 


Să se arate că orice arbore binar complet cu n virfuri terminale arc în total 24 — 1 
virturi. Să se deducă de aici o relaţie simplă între numărul de operatori şi numărul 


de operanzi dintr-o expresie aritmetică. 
Să se deducăi scrierea obişnuită a următoarelor expresii aritmetice, date în notația 
fără paranteze, ştiind că toate constantele numerice utilizate au 0 singură citră : 


a. — — n bayaz*4* î xby*5z 
b./x+y/ 1x22 

ec. Pxtat2b*3te2 

d.» + +assa—y12+ 1x25, 

Să se construiască un arbore de sortare pentru cazul n = 10, 


Să se dea o definiţie matematică pentru relaţia de ordine lexicografică (ordinea 
serierii într-un dicţionar) a cuvintelor formate cu litere dintr-un alfabet cu 24 de 
litere. 

Pe o bandă magnetică sînt înscrise un milion de numere. Indicaţi un algoritm de 
determinare a numărului de numere distincte de pe bandă. 


Se consideră un fişier cu 4 001 cuvinte binare distincte de 30 biţi: au, aa, ---, cuaea. 
Două cuvinte binare x = x,....xse şi y = ya. -yre se numesc complementare. dacă 


x+ pi pentru î= 


Cu alte cuvinte, putem spune că x şi y sînt complementare dacă şi numai dacă 


Lya 


ele fiind considerate ca numere binare. Să se definească un algoritm pentru a găsi 
toate perechile de cuvinte complementare (a, a;), cu un număr cit mai redus de 
operaţii (de comparaţie şi adunare). 


La un turneu de tenis de cîmp participă n jucători. Cum trebuie organizat turneul, 
care conține numai meciuri eliminatorii de simplu, astfel încit dacă pentru determi- 
narea campionului sînt necesare n — 1 meciuri, pentru determinarea celui de al II-lea 
jucător al turneului să mai fie necesară disputarea a numai [log, n] meciuri ? 


1.5.9. 


11.5.10, 


15.11. 


11.5.12. 


11.5.13, 


Se consideră următorul algoritm de sortare prin interschimbare a şirului de nu- 
mere au, am .-:. ax: 


Lin: 


2. 4 0. Efectuează pasul 3 pentru j — 1, 2, ..., î— 1 şi apoi execută pasul 4. 


3. Dacă a, > aşa, interschimbă numerele a; şi ay+ în şir (a este trecut pe poziţia 
j + 1, deci el va fi notat cu ay; şi ay: trece pe poziţia j, fiind notat în continuare 
cu a). Se stabileşte £+ j. 


4. Dacă = 0 ne oprim. Şirul obținut este sortat. In caz contrar i — £ şi se re vine 
1a pasul 2. 


Să se justitice acest algoritm, considerind mai multe exemple de aplicare şi să 
se arate că are un număr finit de paşi. 


Se consideră două. şiruri sortate de numere : 
m Sa Ss... San ih Sh si Sb 


Să se propună un algoritm de interclasare â celor două şiruri de numere în- 
tr-un singur şir sortat ci & cs & ... & cms, format din clementele celor două 
şiruri, care să folosească cel mult m + n — | comparații. 


Ce algoritm de căutare corespunde arborelui binar complet din figura 11.49 în cazul 
unui şir sortat format din 4 numere ? 


Fig. 11.49 


Să se calculeze numărul mediu de comparații în cazul unei căutări cu succes și în 
cazul unei căutări fără succes pentru arborii de căutare din figurile 11.48 şi 11.49. 


O bandă magnetică conține n înregistrări. 


Se presupune că frecvenţa aeceselor la cele n înregistrări este diferită, adică 
unele sînt citite mai des, altele mai rar. Se ştie că timpul de citire a unei înregis- 
trări este cu atit mai mare cu cît înregistrarea respectivă se găseşte mai departe 
de începutul benzii. deoarece creşte timpul necesar derulării benzii magnetice. 


Să se indice o strategie simplă de auto-organizare a datelor pe banda mag- 
netică, astfel încit timpurile medii de acces la înregistrări să fie cît mai mict, 
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1. GRAFURI ORIENTATE 


111.1. Noţiuni de bază 


Un graf orientat G este format dintr-o pereche ordonată de mulțimi G — 
== (X, U). Ca şi în cazul grafurilor neorientate, X este mulțimea virfurilor sau 
nodurilor grafului. Mulțimea U este formată din perechi ordonate de elemente 
distincte din Xa numite arce. Orice arc u e U va îi notat prin u = (x, y) cu 
XyeĂ şix zu. 

Spunem că viriul x este extremitatea inițială a arcului u, iar viriul y este 
extremitatea |inală a arcului u. Spre deosebire de cazul grafurilor neorientate, 
notaţiile (x, v) şi (4, x) vor desemna două arce diferite. 

Dacă graiul G conţine arcul (x, y) vom spune că vîriurile x şi y sînt adiacente 
în G şi amiîndouă sînt incidente cu arcul (x, y). Deci un grai orientat G poate îi 
imaginat ca o mulţime de viriuri, dintre care unele sînt unite două cîte două 
prin arce. Un graf orientat poate fi desenat în plan reprezentind vîrfurile sale 
prin puncte şi arcele prin săgeți care sint orientate de la extremitatea iniţială 
către extremitatea finală a fiecărui arc. 


Gratul orientat G — (X, U) unde: 
(2 ce Ben VU, 2, 23 (8 0 (3,2, (2,0, 0,5), 35,068, (8,7, 


se reprezintă ca în figuri 
[Pi e SI) Pt îi 


d, Vom nota arcele aşa cum se indică în figură, adică ua = (1, 2), 
8), 

Gradul exterior al unui viri x, notat prin d* (x), este numărul arcelor de forma 
(x, peu y e X. Gradul interior al unui viri x, notat prin d-(x), este numărul 
arcelor de forma (y, x) cu y e X. 
PE. axeze iu zendra. ral din figura IIL-1, obtinem: (1) => 1, dl) = 1, da) == 2, 

Un graf parțial al unui grai orientat G — (X, U) se defineşte în acelaşi 
mod ca şi în cazul neorientat. El este un graf G, = (X, V) unde VCU, deci 
este graful G însuşi sau se obține din G prin suprimarea anumitor arce. 

Şi definiţia unui subgraf al unui grai orientat G — (X, U) este asemănătoare 
cu cazul neorientat. Prin definiţie, un sebgraf al lui G este un grai H = (Y, V) 
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unde Y C X iar arcele din V sînt toate arcele din U care au ambele extremităţi 
în mulţimea de viriuri Y. 
Deci un subgraf / al unui graf orientat G este graful G însuşi sau se obţine 
din G prin suprimarea anumitor viriuri şi a tuturor arcelor incidente cu acestea. 
Vom spune că șubgraful H este indus sau generat de mulțimea de virfuri Y. 


Astiel, subgraful gratului G din figura IIL.1, indus de multimea de virturi Y, = (1, 2, 
4, 5) are ca mulţime de arce mulțimea V, = 4(1, 2), (2, 4), (4, 5)), iar subgratul indus de mul- 
țimea de virfuri Y+ = 46, 7, 8) are mulțimea arcelor V, = ((7, 6), (6, 8), (7, 8), (8. 7). 


Un grai orientat este complet dacă oricare două virfuri sînt adiacente. De 
exemplu, subgratul graiului din figura III.1, indus de mulţimea de virfuri Ye, 
este complet. 

In timp ce în cazul neorientat un graf complet cu n virfuri este unic deter- 
minat, în cazul orientat există mai multe grafuri complete cu un număr dat de 
vîrluri. Ele se deosebesc fie prin orientarea arcelor, fie prin faptul că între două 
vîriuri oarecare există un arc sau două arce de sensuri contrare. 

“Un lanţ al unui graf orientat se definește ca un şir de arce: 


L = Late ue see uz] 


cu proprietatea că oricare două arce vecine u, şi us, au o extremitate comună 
pentru orice i = 1, ...,p—l. 

Extremitatea x a lui u care nu este comună cu us şi extremitatea x, a lui up 
care nu este comună cu 4,_, se numesc extremitățile lanțului L. 

Dacă toate arcele lanţului L. au o aceeaşi orientare, care este dată de sensul 
deplasării de la x, către x,, lanţul se numește drum. 

Deci un drum într-un graf orientat G — (X, U) este un şir de viriuri notat : 


Dima: dt vars, 0) 


cu proprietatea că (a, x), (us 3), -n-e (te-a x) e U, deci sînt arce ale gra- 
ului. 

Virfurile x, şi x, se numesc extremităţile drumului D. Dacă virfurile x, 
Xa sn Xp sint distinete două cite două, drumul D se numeşte elementar. Din 
aceste definiţii rezultă că orice drum este şi lanţ, dacă îl privim ca un şir de arce. 


Pentru graful din figura 111.1 următoarele şiruri de arce sînt lanţuri : 

La > [tis tts Has tis), Lo = [taste La = [tos tele La = tăae tras es tts tts, La = [tame tt] 
Lanţurile Ls şi La sînt chiar drumuri şi ele pot fi scrise ca un şir de virfuri în modul următor : 
(2, 3, 2), respectiv (7, 6, 8). 

Ls are extremitățile 1 şi 4, L, are extremităţile 6 şi 8, £, are extremităţile 2 şi 1, iar pentru £, 
cele două extremităţi coincid cu virful 2. Pentru acelaşi graf următoarele şiruri de vîrfuri sint 
drumuri : 

2, Pi zl 2 4 5. D= 7, 6, 8, 7, De= 8, 1, 2,3, 5), D= 8, 2, 4, 5), Du= 2,3, 

"Drumurile D, şi D, sint drumuri elementare, deoarece nu trec de două ori printr-un ace- 
laşi virt. 


Un drum D = (Xo, --:, X7) poate fi interpretat ca traseul unei deplasări 
pe arcele gralului în ordinea (xo, x), (x Xa), ---, (erou x). 

De aceea drumul D de extremităţi x, şi x, se mai spune că este un drum de 
la xo la xp. Dacă x = x, și toate arcele (o, xi), (exe Xa), --- (rca x) sînt dis- 
tincte două cîte două, drumul D se numeşte circuit. 

Dacă toate viriurile circuitului, cu excepţia primului şi a ultimului vîri, 
sînt distincte două cîte două, circuitul se numește elementar. 


6 — Matematică aplicată în tehnica de calcul ci. a X-a — ca. 23 81 


Fig. 1.2 


De exemplu drumul D, nu este circuit, deoarece foloseşte de două ori acelaşi arc us. Dru- 
mul Da este un circuit elementar. Considerind graful orientat din figura 111.2, un circuit care 
nu este elementar este următorul: C == (1, 2, 1, 4, 3, 1), care trece de două ori prin virful 1. 


Ca şi în cazul ciclurilor din grafurile ncorientate, circuitele pot fi scrise în 
mai multe moduri, alegind ca prim viri un viri arbitrar prin care trece circuitul, 


De exemplu, circuitul C din figura 111.2 mai poate fi scris : 
C= (2, 1,4,3, 1,2) sau C=(4,3, 1,2, 1, 4) sau 
C=U, 4,3, 1, 2, 1) sau (3,1,2,1,4,3). 


Noţiunile de conexitate şi de componentă conexă a unui grai orientat sînt 
similare cu cele de'la graiurile neorientate, utilizind noţiunea de lanţ din cazul 
grafurilor orientate. . 

Astfel, un graf orientat G se numeşte conex dacă pentru oricare două virfuri 
distincte x şi y există un lanţ de extremităţi x şi y în G. O componentă conexă C 
a unui grai orientat G se defineşte ca fiind un subgrai conex maximal al lui G, 
deci nu există nici un lanț care să unească un viîri din C cu un vîrf care nu 
aparţine lui C. 


Gxatul din figura 111.1 nu este conex şi are 2 componente conexe: C, indusă de mulțimea 
de virturi (1, 2, 3, 4, 5) şi C, indusă de muiţimea de virturi (6, 7, 8). 
Graful din figura 111.2 este însă conex, deci are o singură componentă conexă. 


Probleme 


1I1.1.1. Să se găsească drumurile elementare de la viriul 1 la virful 8 pentru graful din figura 111.3. 
Care sînt circuitele elementare, ale acestui graf ? 


a 2 5 ? 
Y 
Fig. II1.3 
111.1.2, Să se arate că dacă graful orientat G cu mulțimea de virfuri X are m arce, au loc ega- 
Lităţile : 
Xd(2) = Bat) = m. 
zex zex 
111.1.3. Să se calculeze numărul grafurilor orientate cu n virfuri date: x,, .... x,. Cite grafuri 


orientate şi complete cu n vîrfuri date există ? 
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111.1.4. Pe multimea X a virturilor unui graf orientat G= (X, U) se introduce următoarea 
relaţie binară : Spunem că x este în relaţie cu y şi scriem x — y dacă x = y sau dacă 
există un drum de la x la y şi un drum dela la x. 
Să se arate că această relaţie binară este o relaţie de echivalență. Clasele acestei echi- 
valenţe se numesc componentele tare conexe ale grafului. Să se determine componentele 
tare conexe ale grafului din figura III. j i 

111.15, Fie D= (x, ..-, y) un drum de la x la y (x 7 y) în graful G. Să se arate că există 
un drum elementar de la x la y în G. 

111.16. Un graf orientat cum este cel din figura 111.4, care are proprietatea că între oricare 


două virturi distincte x şi y există un are şi numai unul se numeşte graf-turneu. 


Fig. IL4 


Un graf-turneu poate reprezenta rezultatele meciurilor directe între participanţii 


Ja o competiţie sportivă în care nu există meciuri nule şi nici meciuri eliminatorii. Să 
se arate că orice graf-turneu conţine un drum elementar care trece prin toate virfurile 


aratului, 
111,1,7, Pentru un graf-turneu cu n viriuri x, -.-, X„ se notează r, = dx) şi s,= dt(x) 
pentru i = 1, ..., n. Să se arate că: 


Wrks=n-l 


25 5 ci 
Fe pomi i pata 


111.1.8. Să se arate că pentru orice graf-turneu G există un viri x, astfel încit toate virlurile y 
diferite de x ale gratului pot fi atinse plecînd din x pe drumuri care au un arc sau două 
arce. 


1.2. Metoda drumului critic 


111.2.1. Drumul critic într-un graf de activități 
Una dintre aplicaţiile cele mai răspîndite ale teoriei grafurilor în probleme 
de economie o constituie metoda drumului critic. ete ie 
O lucrare complexă a cărei realizare comportă mai multe activităţi, se poate 
„reprezenta printr-un graf orientat care dă o imagine grafică a eşalonării în timp 
i a intercondiţionării tuturor activităţilor elementare cara alcătuiesc întreaga 
ucrare. 
Pentru un astfel de graf, arcele reprezintă etapele sau activitățile elementare 
ale lucrării. Fiecare arc are o anumită lungime, care reprezintă timpul de des- 
fășurare a activităţii asociate acelui arc. 
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Momentul începe: 
iar momentul termin 
arcului respectiv. 


i activită este reprezentat de extremitatea iniţială, 
i activităţii este reprezentat de extremitatea finală a 


Astfel pentru graful de activităţi din figura 111.5 începerea întregii lucrări este reprezen- 
tată prin virful A, iar terminarea ei prin virful /7. 


alo DE) GA 


Fig. NILS 


In această lucrare anumite activităţi se desfăşoară în acelaşi tiinp, de exemplu activităţile 
reprezentate de arcele (B, C) şi (B, D). 


La fel activităţile reprezentate de arcele (D, E) și (E. G) se desfăşoară în acelaşi timp cu 
activităţile reprezentate de arcele (D, F) şi (£, 6 

Nodurile în acest graf de activităţi reprezintă evenimente, care pot îi inier- 
prelate ca indicînd realizarea unor obiective parţiale ale lucrării. 


Asttel, virful A reprezintă începerea întregii lucrări, virful B reprezintă evenimentul care 
constă în terminarea activităţii reprezentate de arcul (A, B) şi începerea activitiiţilor reprezen- 
tate de arcele (8, C) și (8, D), nodul D reprezintă terminarea activităţilor reprezentate de ar- 
cele (C, D) şi (B, D) şi începerea activităţilor reprezentate de arcele (D, E) şi (D, F) ete. 

Activitatea reprezentată de arcul (C, D), desenat cu linie întreruptă, este o activitate 
fictivă, care are asociat un timp egal cu zero şi reprezintă pur şi simplu o relație de anterioritate 
între terminarea operaţiei (8, C) şi începerea operaţiilor reprezentate de arcele (D, E) şi (D, £). 


La definirea grafului care reprezintă succesiunea în timp a activităţilor un 
complexe, pentru orice virf x trebuie să fie îndeplinită următoarea regul 
Toate arcele care pleacă din x reprezintă operaţii care nu pot începe decii 
după terminarea tuturor operațiilor reprezentate de arcele care sosesc în viriul x. 
Activităţile fictive se introduc pentru a nu avea mai multe arce paralele 
şi de același sens între două virturi ale. graului. 
Un grai de activităţi are o proprietate importantă și anume accea că nu 
conţine circuite, deoarece în caz contrar, conform regulii introduse, o aceeași 
operaţie ar trebui să înceapă după terminarea ei însăși, ceea ce este absurd. 
Intr-adevăr, dacă într-un grai de activităţi, ar exista un circuit : 


Cd 9 Va sn Ym X) 


aceasta ar însemna că operaţia (47, x) începe după terminarea operaţiei (V2- +, v7). 
Insă operația (y2-x v2) poate să înceapă numai după terminarea operați 
(Va V-a) şa.md. Găsim că operația (Vp, +) poate începe numai după termi- 
narca operației (x, v.), ceea ce contrazice convenţia de alcătuire a unui graf de 
aclivități. 


luci 
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Duratele operațiilor sau timpii operatori, care sînt numere reale nenegative, 
sînt asociaţi arcelor grafului, care reprezintă operaţiile lucrării. 


Astiei arcului (A, B) i sc asociază timpul 3, arcului (B, C) timpul 3, arcului (8, D) tim- 
pul 4 etc., unitatea de măsură a timpului fiind ziua, săptămîna, luna etc. 


Aceşti operatori timpi vor îi interpretaţi drept lungimi ale arcelor respective. 
Lungimea unui drum într-un graf de activităţi se defineşte ca fiind egală cu 
suma lungimilor arcelor care compun acel drum, deci este egală cu timpul ne- 
cesar pentru executarea tuturor. operațiilor cuprinse în drumul respectiv. 

Stabilirea grafului de activităţi necesită pentru fiecare operaţie cunoaşterea 
duratei sale cît şi a operaţiilor care o preced nemijlocit, deci toate relaţiile de 
ordine temporală privitoare la aceasta, sau antecedentele obligatorii. 


Pentru graiul din figura 111.5 succesiunea în timp a operaţiilor a fost marcată prin linii 
verticale întrerupte, care ne indică evoluţia realizării în timp a întregii lucrări. Astfel eveni- 
mentul A are data /a = 0, evenimentul B are data „= 3, evenimentul C are data e = 6 şi 
evenimentul D are data tp == 7, deoarece pentru producerea evenimentului D trebuie ca ambele 
activităţi (B, C) şi (B, D) să fie terminate. Deci tp = max((p + 4, fu + 3) = max(7, 6)= 7. 
In continuare găsim îp = +3=10, fe= 5 +6= 13, to= max +2, tp+4)= 
= max (15, 14) = 15 şi (4 = ta + 5= 20, 

Rezultă că timpul total de execuţie a întregii lucrări este de 20 unităţi de timp. 


Considerînd că evenimentul care constă în începerea întregii lucrări are data 
teh timpul total de execuţie a lucrării este data realizării ansamblului de 
ucr: 

Această dată este egală cu suma timpilor operatori consideraţi pe drumul 
cel mai nefavorabil de la A la //, adică acel drum care dă între aceste două 
virfuri o sumă maximă de timpi operatori. 

Acest drum, care poate să nu unic, este chiar drumul de lungime maximă 
de la A la 4, numit și drum critic. Drumul critic pentru graful din figura IIL.5 
a fost desenat cu linii îngroșate şi el este (A, 8, D, E, G, H). Drumul critic 
reunește activităţi de a căror realizare la timpul prevăzut depinde realizarea 
la timp a întregii lucrări. 

Orice mărire a timpului aso 
timpului de realizare a întregi 

De aceea în cursul execuţiei lucrării activităţile situate pe drumul critic şi 
numite activităţi critice, trebuie supravegheate cu deosebită grijă, pentru a nu 
depăși timpul planificat de realizare a lucrării. 


lor drumului critic conduce la mărirea 
ri. 


Calculul datei de realizare a evenimentului final 7 revine deci la căutarea în graf a drumului 
celui mai lung sau a drumului critic de la A la 4. Acest drum are o lungime de 20 unităti de 
timp şi am văzut că cl reprezintă timpul de realizare a lucrării pornind de la data zero, care 
este atribuită evenimentului inițial A. 

Deci dacă lucrarea se desfăşoară fără incidente, durata sa va fi egală cu 20 unități de timp, 
de exemplu 20 de luni. 

Operaţiile critice sînt reprezentate de arcele (4, B), (8, D), (D, E), (£, 0) şi (0, 
ale drumului critic. 


111.2.2. Evenimente critice și intervale de fluctuaţie 


Să considerăm un graf de activităţi G, ale cărui virfuri reprezintă evenimen- 
tele E, Ex, -..» Em, virfuri care vor fi notate la fel cu evenimentele pe care 
le reprezintă. Presupunem că E, reprezintă începutul lucrării şi E, reprezintă 
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terminarea ei. Pentru a calcula datele de realizare ale diferitelor evenimente E, 
trebuie să determinăm cele mai lungi drumuri în graful de activităţi de la E, 
la celelalte virturi E,, pentru a fi siguri că toate operaţiile anterioare eveni- 
mentului £, au fost terminate. i 
Lungimea maximă a drumurilor de forma D = (E, .--, Ep din graful de 
activităţi se numeşte data așteptată a evenimentului E, și se notează cu ?.. 


Astfel pentru graful de activităţi din figura 111.5 vom alege 7, = 0. Data așteptată a eve- 
nimentului B va fite = 3, deoarece există un singur drum de la A la B şi anume arcul (A, B). 

De la A la D există două drumuri, însă drumul (A, B, D) are lungimea maximă egală 
cu 7, deci î, = 7. Dela A la C există un singur drum de lungime 6, deci tg = 6. La fel obținem 
în = 10 şi te = 13. De la A la G există patru drumuri în graf şi anume (A, B, C, D, E, 0); 
(A, 8, C.D, FO): (4, B.D, F,G) si (4, B, D, E, G), însă numai ultimul are o lungime 
maximă, egală cu 15. Deci te = 15. Am văzut că lungimea maximă a drumurilor de la A la H 
este egală cu 20, deci 24 = 20. 

Este util să cunoaștem pentru fiecare eveniment E, data sa limită de realizare, 
dată a cărei depăşire va determina întirzierea întregii lucrări. Timpul necesar 
pentru realizarea operaţiilor situate între E, şi evenimentul final £, se obține 
căutînd în graf drumul cel mai lung de la £, la £,, deoarece trebuie să fim siguri 
că operațiile care urmează după evenimentul £, pot îi toate realizate, ţinînd 
seama de duratele lor. 

Deci data limită a evenimentului £E,, care se notează fî, se obţine scăzind 
din data 7, a evenimentului final E, lungimea maximă a drumurilor D 
= (En ss En). 

Pentru graful de activităţi din figura 111.5 obținem 7 = tf, = 20. Există un singur drum 
de la G la H şi anume arcul (G, 77) de lungime 5, deci 4ă = 20 — 5 = 15. Deoarece drumurile 
(E. Q. H); respectiv (F, G, H) au o lungime egală cu 7, respectiv 9. obținem ($ = 20 — 7 = 13 
şi W=20—9=11. 

Cel mai lung drum de la D la HI este (D, E, Q, 17) de lungime egală cu 13, deci (f = 20 — 
—18=7 

In mod analog t& = 7. (îi = 3 și tă = 0. Pentru evenimentele critice A, B, D, E, GH, 
se observă că aceste două date coincid : 


bată = 0, în =t5 = 3, tu tb 7, ti = tă = 13, tot = 15 şi tu = fi > 20. 


Această proprietate are loc pentru toate evenimentele critice dintr-un graf 
de activităţi. Pentru a o justifica, să presupunem că evenimentul E, este critic, 
deci virful £, se găseşte pe un cel mai lung drum de la E, la E, fie D = (£,, . 
Eu ..:, E, a cărui lungime o notăm 1(D). In acest caz atît drumul D, 
= (Bu, -.-, E format cu şirul de virfuri ale lui D dintre £, şi E, cit şi drumul 
Da = (Es, s.., E.) format cu şirul de virfuri ale lui D dintre E, și E, sînt 
drumuri de lungime maximă între extremităţile lor. Intr-adevăr, dacă presu- 
punem prin reducere la absurd că de exemplu D, nu are o lungime maximă, îl 
putem înlocui printr-un alt drum D! cu extremităţile £, şi E;, de lungime mai 
mare ca D,. Insă în acest caz drumul D; împreună cu D, formează un drum D' 
de la E, la £,, de lungime /(D') = 14(D1) + D=) > 4D.) + 4Da) = UD), deci 
14D') > KD). Am ajuns astiel la o contradicţie, deoarece am făcut ipoteza că D 
este un drum de lungime maximă de la £, la £,. Am demonstrat astfel că atît D, 
cît și D, sînt drumuri de lungime maximă în mulţimea drumurilor de aceleaşi 
extremităţi. Rezultă că t; = 1(D.) şi (ţ =t„ — (Da). Deoarece î, = 1(D) = 
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UD.)-+ UD-), deducem că î. = îţ = [(D,) pentru orice eveniment critic E, 
dintr-un graf de activităţi. Am obţinut astiel pentru fiecare eveniment două 
date: 

— data £; este data așteptată a realizării evenimentului £,; 

— data /+ este data limită de realizare a evenimentului E,, după depăşirea 
căreia timpul total de execuţie a ansamblului lucrărilor este majorat. 

Data t, este numită şi data cea mai apropiată, iar data limită 1? este numită 
şi data cea mai tirzie a evenimentului £,. 

Am văzut că pentru evenimentele critice data limită 7? se confundă cu data 
așteptată £,. Intervalul de timp [£,, £ţ] se numeşte inferoa/ de fluctuaţie şi el 
reprezintă intervalul în care poate avea loc realizarea evenimentului necritic E£;, 
fără a modifica timpul total de execuţie a ansamblului lucrărilor. In cazul eve- 
nimentelor critice acest interval se reduce la un singur număr, deoarece 7; == îţ. 


Pentru exemplul considerat singurele evenimente necritice sint C şi F£. Intervalul de fluc- 
tuaţie pentru C este [6, 7], iar intervalul de fluctuaţie al evenimentului F£ este [10, 11]. Deci 
evenimentele C şi PF pot întirzia cu cel mult o unitate de timp de la data lor așteptată, fără ca 
data evenimentului final f să se modifice. Această întirziere poate avea loc de exemplu din 
cauza măririi timpilor operatori ai operațiilor (B, C), respectiv (D, FI cu cite o unitate. 

Dacă ambele operaţii (B, C) şi (D. F) işi măresc durata de la 3 la 4 unităţi, in graful de 
activităţi toate operaţiile devin crilice, iar toate cele 4 drumuri de la A la H devin drumuri 
critice. În acest caz nu ar mai fi admisă nici o întirziere în executarea nici unei operaţii, pentru 
a nu produce întirzierea întregii lucrări. 


Este util să cunoaştem pentru fiecare operaţie o, reprezentată de arcul 
(Eu, E3) în graful de activități, întirzierea care poate fi admisă la începerea sa, 
fără a modifica data așteptată de realizare a evenimentului £,. Această întir- 
zicre, numită marginea liberă a operaţiei o,,, este egală cu: 


ty—te—tu 


unde £, și £, sînt datele așteptate ale evenimentelor E, şi £,, care încadrează 
operația o,, de durată î,,. 

Intiîrzierea care poate fi admisă la începerea operaţiei o,,, fără a modifica 
data limită de realizare a evenimentului £,, se numeşte marginea totală a ope- 
rației o,, şi ea este egală cu 


tu 


Aceasta este deci întirzierea maximă care poate fi admisă la începerea opera- 
iei ou, fări ări durata de execuţie a întregii lucră 

Într-adevăr, operația o, are o durată egală cu /,;, trebuie să se termine cel 
mai tirziu la data 4 şi nu poate începe mai devreme de data f,, deci ea poate 
începe la cel mult £ş —-4, — 4, unităţi de timp după durata î.. Deoarece 4 = 
rezultă că marginea totală este mai mare sau egală cu marginea liberă a ori- 
cărei operații. 

Dacă operaţia o,, se găseşte pe drumul critic, deci este o operaţie critică, 
rezultă că evenimentele £, şi E, sînt critice şi în plus fș =, —t, +. Deci 
marginile libere, cît şi marginile totale ale operaţiilor critice sînt nule, începerea 
lor trebuind să se facă fără nici o întirziere. 

Intervalele de fluctuaţie şi marginile operaţiilor năsoară elasticitatea unei 
lucrări, în sensul că, cu cît acestea sint mai reduse, cu atît termenele de execuţie 
a diferitelor îaze ale lucrării sînt mai rigide. 
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impii operatori ai operațiilor necritice pot fi măriți, marginea 
libal ȘEZUL In ceroda maririi posibile a duratei unei operalii necritiee op. Tion 
liberă. va corespiale“, Si '7, ale evenimentelor £, şi 2, care încadrează uceastii 
operaţie. = = (4) uri f 
Marginea totală a acestei operaţii va corespunde deci măririi maxime a 
duralei operaţiei ou astlel încît evenimentul E, să poată avea loc la data sa 
limită de realizare 44, după depăşirea căreia toată lucrarea ar întirzia, în con, 
dițiile în care evenirnentul £+ se produce la data așteptată £ș. 


De exemplu, pentru graful din figura II1.5 marginea liberă a operației reprezentate de arcul 
(B, C) este 
0. 


6-—3— 


te 


ta — te 


în timp ce marginea sa totală este egală cu 


15 — tn tac=7—3—3=1. 


Deci operaţia (B, C) poate admite o întirziere maximă de o unitate de timp, fără a produce 
întîrzierea execuţiei întregii lucrări. 

Pentru operația necritică (D, £) marginea liberă este + — în — tor =0 şi marginea totală 
este egală cu tf — î,, — fop = |, iar pentru operatia (F, G) marginea liberă este f; — fa — tag = 
= 1 şi marginea totală este (3 — fp— tm =. 


Cunoaşterea intervalelor de fluctuaţie ale evenimentelor care compun o 
lucrare, precum şi a marginilor totale ale operaţiilor componente permite să se 
urmărească executarea la timp a întregii lucrări. 

Astfel, dacă toate evenimentele se produc înaintea sau la datele lor limită 7, 
lucrarea se va desfășura normal şi data realizării finale 1, va fi respectată. 

Dacă însă se va întîmpla ca data producerii unui eveniment E, să depă- 
şească data sa limită 7, pentru a nu se depăși data /, de realizare a întregii 
lucrări va trebui să se accelereze execuţia operaţiilor situate pe cel mai lung 
drum de la £, la E,. Aceasta se poate iace de exemplu prin alocarea de resurse 
suplimentare (forţă de muncă, materiale sau utilaje) în detrimentul operaţiilor 
progrmului care au margini totale mari. 

Dacă nu există această posibilitate, se va putea evalua întirzierea datei 7, 
de realizare a ansamblului operaţiilor care compun lucrarea. 

Metoda drumului critic este utilizată, din aceste motive, în urmărirea exe- 
cuţiei unor proiecte de cercetare sau de dezvoltare care pot cuprinde mii de 
operaţii, în urmărirea lucrărilor de construcții-montaj a unor obiective econo- 


mice etc. 


111.2.3. Determinarea drumului critic 


Să presupunem că graful de activităţi G are vîrfurile x, -.-, Xa, unde x 
reprezintă începerea lucrării, iar x, reprezintă terminarea tuturor activităţilor 
Jucrării. Vom nota prin /.; durata activităţii reprezentate de arcul (x,, x,) al lui Q. 

Vom nota pentru orice virf x, prin p(x.) predecesorii lui x, adică mulţimea 
virturilor de la care pleacă arce care au extremitatea finală în x, şi prin s(x) 
succesorii lui x,, adică mulţimea vîrfurilor către care pleacă arce care au exire- 
mitatea iniţială în x;. 
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De exemplu, pentru graful de activităţi din figura 11.6 obţinem : p(1) = 3 ; s(1) = (2,3), 
p(4) => (2, 3), sd) = (5, 6), p(6) = (4, 5), s(6)= d ete. 


Fig. ULG 


Vom arăta că datele £,, respectiv 1? ale evenimentului reprezentat prin 
virful x, al gratului G se pot determina printr-un calcul recursiv, bazat pe for- 


mulele : 
a) te max (+ td, 
„eplz 
unde toate datele /, asociate viriurilor x, care sînt extremităţi iniţiale ale ar- 
celor (x;, x.) au fost calculate la un pas anterior, plecînd de la £, = 0, care este 
data începerii lucrării. 
b) 44 = min (fi —tu), 
aesta) 
unde toate datele 4 asociate viriurilor x, care sînt extremităţi finale ale arcelor 
(e x) au fost calculate la un pas anterior, plecindu-se de la 7 — î,, care este 
data terminării lucrării. 


Intr-adevăr, am văzut că ț, este lungimea maximă a drumurilor de la x, la x, în gratul G. 
Dacă x, este penultimul virt al unui drum de lungime maximă de la x, la x,, putem serie = 
= 2 + tu, deoarece drumul considerat de lungime maximă de la x, la x, se compune dintr-un 
drum de lungime maximă de la x, la x, de lungime £; şi din arcul (x,, x.) de lungime tp,. Dacă 
însă x, e p(x) şi , nu este penultimul viri al nici unui drum de lungime maximă de la x, la x 
rezultă ; > tş + tu, de unde se deduce formula a). 

Data limită zf se obține scăzind din data £, a evenimentului final lungimea maximă a dru- 
murilor de la x, la xy. 

Fie D= (un xp ---u 4) un drum de la x, la x, în graful G, unde x, & st). 

Să notăm prin D, drumul care se obține din D prin suprimarea primului virf x,. Este clar 
că D, este un drum de la x, la x, în graful G şi avem 4D) = tu + KD). 

Putem deci serie : 


tt = tu — max KD) 


i. — a si + iri KD) = e ada i. "px HDD —t)= 


N 


= minti — 


unde j parcurge mulţimea indicilor cu proprietatea că x, & s(x), adică există un arc de la x, 
Ia ,, deoarece orice drum D = (4, xp, ---, x.) de lungime maximă se compune din arcul (x, x;) 
şi un drum de lungime maximă de la x, la x, iar f„ — max (D;) = 4- 


Să aplicăm aceste formule pentru graful de activităţi din figura 111.6. Mai întti vom calcula 
datele £, cu formula a). Plecăm cu f, = 0. Deoarece p(2) = (1) şi p(3) = (1), rezultă 4, ==, + 
+ bu 2 Şi bati + tu 3. Avem p(4) = 2, 3), deci vom calcula 

fa = max(fa + faza fs + ba) = max(7, 9) = 
In continuare p(5) (3, 4), deci 
ta — Max(fa ++ fus fe ++ ta) = max(8, 13) = 13. 
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In fine data terminării tucrării este 
ta = max(fi + fin, bn + las) = max(13, 15) = 15, deoarece p(6) = (4, 5). 


Să calculăm acum datele limită 7? cu formulele b), plecind de ia evenimentul final către 
evenimentul iniţial. 

Avem t$ = ta = 15. Următorul viri care va îi luat în consideraţie este virlul 5, deoarece 

s(5) = 46). Găsim 
1318 — bu 13. Apoi s(4)= (5, 6), deci 
18 = mint — tao, 18 — tu) = min(I1, 9=9. 
In contitiuare putem alege fie viriul 2, fie viriul 3. De exemplu f£ = 4 — 
(2) = (4). Apoi găsim: 
tă = min(tf — bu E — 
Ga verificare obținem, 
tt => min — aan E — ba) 
Evenimentele pentru care /, = 4? vor fi tocmai evenimentele critice din graful activităţilor, 
In cazul hstru găsim că toate evenimentele cu excepţia evenimentului 2, sînt critice. 

Să observăm că dacă o activitate reprezentată de arcul (x,, x) are ambele evenimente care 
o delimitează critice, adică £, — 47 şi (= 17, nu rezultă că această activitate este critică, decit 
dacă tp= bat tu 

De exemplu, activitatea (3, 5) din graful din figura 111.6 are ambele extremităţi eveni- 
imente critice, însă nu este o operaţie critică. 

Intr-udevăr, ea are o margine totală egală cu f£ — t, — tm = 5 unităţi, deci execuţia ei 
poate admite o întirziere de cel mult 5 unităţi de timp, fără a afecta data de realizare a întregi 
Tucrări.. In, schimb, operația (3, 4) este critică, deoarece fa == fa +- lua. 

Deci activităţile critice ale grafului activităţilor se determină considerind toate arcele, cu 
ambele extremități evenimente critice şi care în plus verifică condiţia menţionată, 

„Arcele, critice compun drumul sau drumurile critice ale grafului activităţilor. In cazul 
exemplului considerat se obține un singur drum critic şi anume (1, 3, 4, 5, 6). Cunoscind 
datele £, şi tf se pot determina intervalele de fluctuaţie ale evenimentelor, cît și marginile libere 
şi totale ale activităţilor. 

Se poate arăta că formulele a) şi b) pot fi efectiv aplicate, deoarece graful activităţilor O 
nu conţine circuite. 

Daci mulțimea A a virfurilor pentru care am determinat datele aşteptate conține / ele- 
mente, pentru găsirea noii date ț, a vîrfului x, € A cu formula a) sint necesare cel mult k adu- 
mări şi & —șl comparații, acest număr maxim fiind atins cînd p(x) = A. 

Deci numărul de comparații necesare pentru a aplica formula a) este majorat de 


4, deoarece 


min(3, 8)= 


min(0, 2) = 0. 


iar numărul de adunări este majorat de 


ni 


ră n(n — 1) 
„2 Zig 


Obţinem un rezultat analog pentru numărul de comparații şi de scăderi necesitat de aplicarea 
formulei b). Deci pentru determinarea intervalelor de fluctuaţie ale celor n evenimente ale unui 
program prin acest algoritm sînt necesare în total cel mult (n — 1)(n -- 2) comparații şi cel 
mult n(n — 1) adunări şi scăderi. 
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Probleme 3 daţi 
[i 


111.2.1. Să se determine intervalele de fluctuaţie şi drumul critic pentru graful de activităţi 
din figura 111.7: 


Fiu. IL? 


111.2.2. Să se construiască graful programului şi să se determine drumul critic, intervalele de 
fluctuaţie ale evenimentelor și marginile totale ale operațiilor în următoarea situaţie 
de construcție a unui ansamblu hidroelectric, cu unitatea de timp luna. Operaţiile care 
trebuie să fie realizate şi duratele lor sînt următoarele : 

a) Construcţia drumurilor de acces la uzină şi Ia carierele pentru obținerea materia 
elor (fa = 4); 
b) Pregătirea carierelor de exploatare şi a fundațiilor ((, = 6); 
c) Construcţia unui centru pentru personal şi administraţie (f = 4); 
d) Comanda şi construcția materialului electric şi hidraulic (generatoare, turbine, con- 
ductă forțată etc.) (= 12); 
c) Construcţia uzinei (7, = 10); 
D Construcţia barajului, a digurilor şi a daversorului de suprafață (£ 
£) Constructia galeriilor de fugă şi a conductelor de aducțiune (£ 
h) Montajul uzinei şi al conductelor (4, = 10); 
i) Probele tehnologice (f, = 3). 
Evenimentele programului sint următoarele : 
1) Pornirea lucrărilor ; 
2) Terminarea drumurilor de acces ; 
3) Terminarea centrului pentru personal şi administrație şi a fundațiilor ; 
4) Terminarea uzinei şi a montării conductelor de aducțiune ;, 
-5) Terminarea ansamblului energetic ; 
6) Livrarea lucrărilor către benefitiar. 

111.23. Să se arate că orice graf orientat care nu conţine circuite are cel puţin un viri x cu 
proprietatea p(x) = 2 şi cel putin un virt y astfel încit s() = 3. 

111.2.4. Se consideră graful de activităţi din figura 111.8, pentru care duratele operațiilor au 
fost scrise lingă arcele respective. ş 


24); 


Li) 


Fig. IIL.8 
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Operaţiile reprezentate de arcul dintre virturile 2 şi 3 şi arcul dintre virfurile 4 şi 5 se numesc 
operaţii disjunctive, deoarece desenul din figură are următoarea interpretare: Există fie ar- 
cul (2, 3) de durată egală cu 4, fie arcul (3, 2) de durată egală cu 6. La fel pentru perechea de 
virfuri 4 şi 5 există fie arcul (4, 5) de durată 2, fie arcul (5, 4) de durată 3, însă nu amindouă 
aceste “arce. Să se determine orientările arcelor disjunctive astfel încît întreaga lucrare să se 
termine într-un timp cit mai scurt, adică drumul critic să aibă o lungime minimă. 


11.3. Flux maxim într-o reţea de transport 


Un graf orientat G = (X, U) se numeşte rejea de transport dacă satisface 
următoarele condiții 

a) există un virf unic a e X în care nu intră nici un arc sau oa) = 3, 
unde prin «-(a) se notează mulțimea arcelor care intră în viriul a; 

b) există un virt unic b e X din care nu iese nici un arc sau o*(6) — Z, 
unde prin «i! (b) se notează mulţimea arcelor care ies din viriul b; 

c) G este conex şi există drumuri de la a la b în G; 

d) s-a definit o funcţie e; U — R astiel încit c(u) > 0 peniru orice are 
u<v. 

Virtul a se numeşte intrarea refelei, virful b se numeşte ieşirea refelei, iar 
numărul nenegativ c(u) se numeşte capacitatea arcului u. 


Un exemplu de rețea de transport cu 8 viriuri este reprezentat în figura 111.9. 


Fig. 1.9 


Virful a este intrarea reţelei, viriul b este ieşirea reţelei şi se verifică de exemplu că w-(a) = &, 
at(a) = ((a, D, (a, 2). o(0)= (4, 5), 6, (6, Di o'= a. 

Valorile capacităţii fiecărui arc au fost trecute în paranteze lingă arcele respective. 

Graful din figura 111.9 este conex şi există drumuri de la a la b, de exemplu (a, |, 3, 
5, b) sau (a, 2, 3,4,5,5). 

Un exemplu de lanţ de extremităţi a şi b care nu este drum este [(a, 2), (2, 6), (5, 6), 
(5, d. 


O funcţie f: U — R astiel încît f(u) > 0 pentru orice arc u se numeşte flux 
în rețeaua de transport G cu funcţia de capacitate c, care se notează G — 
= (X%, U, c), dacă sînt îndeplinite următoarele două condiţii : 
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C) Condiţia de conservare a [luxului : 

Pentru orice virf x cu x 7 a, x  b, suma îluxurilor pe arcele care intră 
în x este egală cu suma fluxurilor pe arcele care ies din x, adică: 

PRICOP 2900) 
meet neâteel 

pentru orice x e X Na, b). 

Să observăm că această lege are aceeași formă cu prima lege a lui Kinchhoif 
din teoria reţelelor electrice. 

M) Condiţia de mărginire a fluxului : 

Pentru orice arc al reţelei, valoarea fluxului nu poate depăși capacitatea 
arcului respectiv, adică 


Hu) = c(u) pentru orice arcu <U. 


Pentru rețeaua de transport din figura 111.9 valorile unui flux pe arce au fost reprezentate 
în figura 111.10, lingă numărul din paranteze care reprezintă capacitatea arcului respectiv. 


LEC2] 
i 


(5) 


Fig. 111.10 


Se verifică condiţiile C şi M relative la virturile şi la arcele reţelei. De exemplu, pentru virful 4 
condiția de conservare se scrie: 5+2+0=—3 +4, 


Pentru orice mulţime de virfuri A C X vom defini o tăietură de suport A 
ca fiind mulțimea arcelor care intră în mulțimea A din exteriorul lui A şi 
o vom nota astfel: 

o14) = Dlxe A, pe şi pe). 
Vom mai nota: 
a (4) = plx A, yeA şi ye), 
adică mulţimea arcelor care ies din mulțimea A de vîrfuri. 
Capacitatea tăieturii w(A) se notează prin c(e-(A)) şi ea este egală prin 


definiţie cu XE  c(u), adică cu suma capacităţilor arcelor care fac parte 
ueest4) 
din tăietura considerată. 
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Pentru rețeaua de transport din figura 111.9 dacă alegem A = (4, 3, 5, b), obținem: 
SA = (0, (3, (2,3, (6, DD) și 3 
wt(A) = ((5, 6)), iar capacitatea tăieturii de suport A este (o (4))= 5 +7 +24+4= 18. 


In continuare vom lucra numai cu tăieturi de această formă, avînd ca 
suport o mulţime de vîrfuri ale reţelei care conţine ieșirea b și nu conţine 
intrarea a. 


Teorema 1lI-3.1. Fiind dată o refea de transport cu intrarea a şi ieşirea b şi 
un flux |, are loc egalitatea : 
> = 7 fu). (D 
uecitta) ue) 
Demonstraţie. Egalitatea (1) exprimă faptul că fluxul care iese din a ajunge în b, deoarece 
este verificată condiţia de conservare în fiecare viri x 7 a, b. Să calculăm în două moduri 
suma : 
Lp = hu), . (E) 
xeX new-(z) uewt(a) 
adică pentru fiecare vîrt al reţelei facem diferenţa dintre fluxul pe arcele care întră în acel 
vîri şi fluxul pe arcele care ies din acel viri şi apoi însumăm toate aceste diferenţe. 
Din cauza condiției C de conservare a fluxului pentru orice viri diferit de intrare şi de 
ieșire, termenul,corespunzător din suma (2) este nu). Deci suma (2) se reduce la 


(5 


deoarece u(a) = uwt(b)= a. 

Insă fiecare arc (x,y) e U aparţine atit mulțimii «+(3), cît şi mulțimii o(p), cînd 
valoarea fluxului f(u) apare cu semne contrare, deci regrupind termenii putem scrie suma (2) 
sub forma 


(4) 


PR) — ID) = 


Comparind (3) cu (4) rezultă (1). 


Tn continuare vom numi valoarea comună a celor două sume care apar 
în egalitatea (1) fluxul la ieşirea refelei (care deci este egal cu fluxul la intrarea 
reţelei) şi îl vom nota cu fe. 


Pentru cazul fluxului reprezentat în figura I11.10 fluxul la intrare este egal cu 8 + 4 = 
12, fluxul la ieşire este egal cu fs = 4 + 5 ++ 3— 12, iar capacitatea tăieturii de suport 
A = 4,3, 5, by am văzut că este egală cu 18 > 12. 
Proprietatea fluxului la ieşire, de a fi mai mic sau egal cu capacitatea oricărei tăieturi 
are loc în orice rețea de transport, aşa cum ne indică teorema următoare. 


Teorema IN.3.2. Pentru o rețea de transport G = (X, U, c) cu intrarea a şi 
ieşirea b şi un Hux |, să considerăm o mulțime oarecare de viruri A CX cu 
proprietatea că a s A şi b < A. Au loc relațiile: 

Pe Zu) — acu < te t4) (E) 


uets-tA) 
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Demonstraţie. Pentru a arăta că fluxul !a ieşirea retelei este egal cu diferenţa dintre suma 
fluxurilor pe arcele care intră în mulţimea A şi suma fluxurilor pe arcele care ies din mul- 
țimea de virfuri A, se poate proceda în mod analog ca pentru demonstrarea egalităţii (1), 
considerînd suma : 

> Hu) — EH). (6) 


2EA usa) ueâ+tz) 


Deoarece pentru orice arc u S U există inegalităţile O < f(u) < c(u) putem scrie 


XI) E HD E fs E clu) = co (4)). 
ta) A) (a) 


uec3*(4) ue ue“ uecit 


In cele ce urmează vom studia problema determinării unui flux maxim fu 
la ieşirea unei reţele de transport, pe care o vom numi pe scurt problema 
Muxului maxim. 

Algoritmul lui Ford-Fulkerson pentru obținerea unui flux maxim. 

Pentru obţinerea unui lux maxim la ieşirea b a unei reţele de transport 
G = (X, U, c), unde capacitatea c(u) > 0a Piecărui arc este un număr întreg, 
se procedează după cum urmează : 

1) Se pleacă de la un Îlux inițial care verifică condiţiile de conservare în 
fiecare viri şi de mărginire pe fiecare arc, de exemplu de la fluxul avînd 
componente 'nule pe fiecare arc al reţelei! 

Deci putem lua f(u) = 0 pentru orice arc ue. 

2) Se determină lanțurile nesaturate de la a la b (adică lanţurile pe care 
fluxul poate fi mărit). Se utilizează pentru aceasta următorul procedeu de 
etichetare : 

a) Se marchează intrarea a cu - 

b) Un viri x fiind marcat, se va marca: 

— cu -x oricare viri y nemarcat cu proprietatea că arcul u = (x, y) 
este nesaturat, adică /(u) < c(u) ; 

— cu —x oricare viri y nemarcat cu proprietatea că arcul 4 = (y, x) 
are un flux nenul, adică f(u) > 0. 

Dacă prin acest procedeu de marcare se etichetează ieșirea b, atunci 
fluxul f, obţinut la pasul curent nu este maxim. 

Se va considera un lanţ format din vîrfuri etichetate (ale căror etichete 
au respectiv semnele -+- sau —) care uneşte a cu b și care poate fi uşor găsit 
dacă se urmăresc etichetele viriurilor sale în sensul de la b către a. 

Fie v acest lanţ. Să notăm cu o! mulțimea arcelor (x, y) ale lui v, unde mar- 
cajul lui y are semnul +-, deci care sînt orientate în sensul de la a către b 
şi cu vu mulţimea arcelor (x, y) ale lui v, unde marcajul lui y are semnul —, 
deci care sînt orientate în sensul de la b către a. 
Calculăm e, — min (cu) — f(u)), e. — min f(u) şi e = min (e, e). 

uevt uev- 


Din modul de etichetare rezultă e > 0. Vom mări cu e fluxul pe fiecare 
arc u et şi îl vom micşora cu e pe fiecare arc u e v-, obţinînd la ieşire 
un flux egal cu f,-+ e > f». Se repetă aplicarea pasului 2 cu luxul nou 
obţinut. 

Dacă însă prin aplicarea pasului 2 nu mai putem marca ieșirea b, am 
obținut un îlux maxim şi ne oprim. În plus, mulțimea arcelor care unesc 
vîriurile marcate cu vîriurile nemarcate constituie o tăietură de capacitate 
minimă. 
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Din modul de definire a lui « obținem un nou flux /' care verilică 0 < ['(u) = c() 
pentru orice arc u S U. În plus, condiţia de conservare în fiecare viri x 4 a, b este în conti- 
nuare verificată. Intr-adevăr, dacă lanţul o trece prin x şi cele două arce incidente cu x 
din o aparțin amindouă fie lui +, fie lui v-, se măreşte cu € (sau se micşorează cu e) iluxul 
pe un are de intrare şi fluxul pe un are de ieșire din x, deci condiția C este verificată pentru 
Poul flux /. Dacă cele două arce incidente cu x aparțin unul lui v* şi altul lui v”, atunci se 
micşorează, respectiv se măreşte cu « fluxul pe două arce, care sint ambele sau arce de in- 
trare în sau arce de ieşire din x. Fluxul la ieşire creşte deoarece f; = 7, + e > fe, ultimul 
arc al lanţului v care intră în b aparținind mulțimii v*, 

In cazul reţelei de transport cu fluxul reprezentat în figura 111.10, aplicînd procedeul 
de etichetare expus obţinem că ieşirea b poate fi etichetată pe lanţul [(a, 2), (2, 6), (6 b)). 
Toate arcele acestui lanţ au sensul de la a către b şi etichetele virfurilor sînt trecute lingă 
virturile respective în figura 111.10. 

Găsim e = e, = min(8 — 4,4 — 2, 4 — 3) = 1, deci vom mări fluxul cu cîte o unitate 
pe arcele (a, 2), (2, 6), (6, d), obţinînd fluxul din figura IIL.I1. 


Fig. IL 


leşirea poate fi din nou etichetată, aşa cum rezultă din figura 111.11. Pentru a găsi lanţul 
nesaturat v de la a la b, procedăm astfel : b are marcajul -+4, deci ultimul arc al lanțului v 
este (4, b); virful 4 are eticheta +5, deci arcul anterior lui (4, 6) este (5, 4) şi nu (4, 5) 
care are sensul de la b către a. Viriul 5 are eticheta —6, deci următorul arc este (5, 6) ; virful 6 
are marcajul +2, deci următorul arc este (2, 6): virful 2 are marcajul +a şi deci ultimul 
arc este (a, 2). Scriind arcele obținute în ordinea inversă găsirii lor, deducem v = [(a, 2), 
(2, 6), (6, 5), (5, 4), (4, b)]. Calculăm e, = min(8— 5, 4—3, 1—0,6—4)=1şie,= 
= min(1) = 1, deoarece vu” = ((5, 6))- 

Rezultă 1, deci vom mări fluxul cu cîte o unitate pe arcele (a, 2), (2, 6), (5, 4) şi 
(4, 6) şi îl vom micşora cu o unitate pe arcul (5, 6), obţinînd noul flux reprezentat în fi- 
gura 111.12, 

Acum ieşirea nu mai poate fi etichetată, deci fluxul obținut este maxim, 

Mulțimea virfurilor neetichetate este A = (4, 5, 6, b), deci o(4)= ((1, 4), (3,4), 
(3, 5), (2, 6)), de capacitate c(o-(4)) = 14. Arcele acestei tăieturi sînt traversate de curba 
închisă desenată în figura 111.12 în jurul ieșirii p. 

Fluxul la ieşire este [,= 5 +5 + 4= 14= c(a-(4)). Contorm teoremei 111.3.2 pentru 
orice flux şi orice tăietură de suport A există inegalitatea : f, < c(”(4)). Deoarece am 
găsit un flux şi o tăietură pentru care această inegalitate să fie chiar egalitate, rezultă că 
fluxul obținut în figura 111.12 este maxim, iar tăietura «-(A) are o capacitate minimă, 


Fig. IIL.12 


Teorema 111.3.3. Algoriimul lui Ford-Fulkerson are un număr finit de paşi 
pentru orice rețea de transport cu capacități numere întregi. În momentul cînd 
prin procedeul de etichetare de la pasul 2) nu mai putem eticheta ieşirea rețelei, 
fluxul obținut este maxim, iar mulțimea arcelor care unesc virfurile etichetate 
cu virfurile care nu au putul [i etichetate formează o tăietură de ce te minimă, 
Demonstrație. Vom arăta mai întîi că algoritrnul are un număr finit de pași, 
majorat de exemplu de _X eu), adică de suma capacităţilor arcelor care 
ucc-(b) 


intră în b. 

Într-adevăr, conform teoremei 111.3.2 există inegalitatea f, s c(o (A4)), 
deci max f, < c(o(4)), unde w(A4) este o tăietură oarecare a reţelei. Dacă 
alegem A = (p), rezultă că w-(4) = (5). Obţinem max fe, s c(o(4)) = 
= c(u). 

gain) 
Iniţial se pleacă cu fluxul nul pe fiecare arc sau cu un Îlux oarecare, deci 
fu > 0 şi la fiecare pas fluxul /, crește cu s. Deoarece capacităţile arcelor 
sint numere întregi şi nenegative, rezultă că valorile fluxului pe arce şi 
valorile lui « sînt numere întregi, iar e > O implică e întreg, e > 1. 

Deci la fiecare pas fluxul f, creşte cu cel puţin o unitate, deci numărul de 
paşi ai algoritmului este majorat de capacitatea unei tăieturi. 

Să arătăm că, în momentul în care ieșirea nu mai poate fi marcată, fluxul 
obţinut este maxim, iar mulţimea acelor care unesc viriurile marcate cu 
vîrfurile nemarcate formează o tăietură de capacitate minimă. Pentru aceasta, 
să notăm cu A mulţimea viriurilor care nu pot îi etichetate cu algoritmul 
descris. Obţinem a d A şi b e A, deoarece am presupus că ieşirea reţelei 
nu poate fi marcată. Deci w-(A) formează o tăietură a reţelei de transport. 
Pentru orice arc u e A) obţinem f/(u) — c(u), deoarece din u = (+, y) 
rezultă că x & A şi y e A. Dacă f(u) < c(u) ar rezulta că viriul y ar putea 
fi etichetat, ceea ce contrazice faptul că y e A. Pentru orice arc u e w'(A) 
obţinem f(u) = 0, deoarece dacă u = (y, x) rezultă că pe și x A. 
Dacă f(u) > 0, virful y ar putea fi etichetat plecînd de la vîrtul etichetat x, 
ceea Se contrazice faptul că y e A. Deci putem scrie, conform egalităţii 
din (5): 


E fu) — 5 flu) = E clu) —e(o(4)). Insă pentru orice 
ueo-ta) uewtta) uea-t 
flux f şi orice tăietură « (A) existind inegalitatea f, < c((4)), rezultă 
că fluxul fu este maxim, iar tăietura w-(A4) are o capacitate minimă. 
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obţinut în același timp şi următorul rezultat : 
orar. Pentru orice rețea de transport, valoarea maximă a Țluxului la ieșire este egală cu capa- 
ar. 


citarea minimă a unei tăieturi, adică 


max f, = min do (A). 


Acest rezultat a fost dedus în cazul capacităților întregi, însă el este valabil pentru orice 
funcţie de capacitate c: U —R,. 

Algoritmul lui Ford-Fulkerson permite găsirea fluxului maxim după un număr finit 
de paşi în orice reţea de transport G pentru care capacităţile arcelor sînt numere raționale 
(vezi problema 111.3.2.). 

Pentru a programa efectiv la calculator algoritmul de flux maxim trebuie 
să se utilizeze o structură de date adecvată structurii de reţea. De exemplu, 
arcele reţelei pot fi reprezentate prin extremitatea inițială, extremitatea 
finală, capacitatea și fluxul lor în această ordine sub forma unei liste liniare. 
O altă listă poate memora mareajele tuturor vîrfurilor diferite de intrarea 
rețelei : 

De exemplu, pentru rețeaua din figura IIL.11 această reprezentare poate arăta astiel : 


m Lai iolsjazTajsi[3l7] 3 
> 
(a) (a, 2) (3) 


unde primele patru poziţii ale listei £, memoreazii informaţia relativă la arcul (a, 1) în or- 
dinea menţionată, următoarele 4 cea relativă la arcu! (a, 2) următoarele 4 cea relativă la 
arcul (1, 3) ş.a.m.d. 

Pentru a uşura găsirea arcelor care pleacă din fiecare virt se poate folosi o altă listă L, 
care indică pe care poziţie a listei £, încep arcele care pleacă din fiecare viri diferit de ieşire, 


Pentru exemplul considerat, vom avea £+ | 1 [ 9 Ț17 [... deoarece reprezentarea 
îs amiți 3, 


arcelor care pleacă din a începe în pozitia 1 a listei L,, reprezentarea arcelor care pleacă 
din 1 începe în poziţia 9 a listei L,, a arcelor care pleacă din 2 în poziţia 17 ş.a.m.d. 


Folosirea listei L. asociată cu L, face de fapt inutilă reprezentarea în 
lista L, a extremităților iniţiale: a, 1, 2, ..., ale arcelor reţelei G. Pentru a 
ușura găsirea arcelor care intră într-un viri x, ceea ce este necesar pentru 
procesul de marcare, se poate utiliza o listă L; şi o listă L4 asociată care să 
memoreze arcele care intră în viriul 1, vîriul 2, ..., în b, în această ordine. 


In fine, lista pentru marcaj în cazul rețelei din figura 111.11 arată astfel : 


> Lia] ral + +5] —6] +2] a 


Poziţia întii din Ls este rezervată pentru marcajul virtului 1, poziţia a II-a, pentru marcajul 
viriului 2, .... ultima poziţie pentru marcajul ieșirii b. Plecînd de la lista L> se poate găsi 
simplu lanțul nesaturat care permite creșterea fluxului la ieşire: Ultimul marcaj din La 
este -+4, deci ultimul arc este (4, 5). Pe poziția a IV-a în La găsim +5, deci arcul anterior 
este (5, 4). Pe poziţia 5 găsim în £, numărul —6. Acest număr fiind negativ, arcul anterior 
nu este (6, 5), ci este (5, 6) ş.a.m.d. 
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În cazul reţelei din figura 111.12 lista [+ arată astfel: 
La ral al il o lo lo 
deoarece vîrfurile 4, 5, 6 şi b nu au putut fi marcate. 
Aplicaţii 
Unele probleme de transport sînt probleme de flux. De exemplu 


primi cel mult bu, 
tăţii totale care poate Îi transportată se reduce Ia problema găsirii unui flux 
maxim în rețeaua de transport definită astfel: Graiul G are vîriurile 
e cau ai Was ne: Ym 0 intrare a şi O ieşire b. Mulțimea U este formată din: 
atccle (a: x)'cu o capacitate egală cu a, pentru | si = ni arcele (y, b) 
cu o capacitate egală cu b; pentru | <j <mşi toate arcele de forma (x V2) 
pentru | «i <nşil «j < m, care au o capacitate corespunzătoare capa- 
Tităţii de transport de la x, la y, (problema 111.3,3). 

Vom putea satisface toate cererile în vi» ---: Ym dacă oferta este mai 


mare sau egală cu cererea, ceea ce se serie Xa; > > b, şi dacă toate capa- 
ia = 


cităţile de transport sînt suficient de mari. Determinarea tăieturii de capaci- 
tate minimă prezintă interes într-o serie de aplicaţii (vezi problemele 111.3.5 
şi 111.3.6). 


Probleme 
111.3... Să se găsească fluxul maxim în rețeaua de transport din figura 111.13, 


Fig. IU-13 


11132. Aceeasi, ppeplemă pentru reteaua de transport cu capacităţi numere fracţionare din 


1 [7 Pi 


Fig. II.14 


bă LEZ7) 


Deoarece atît domeniul de definiţie al unei funcţii booleene, cît şi domeniul 
de valori sînt mulţimi finite, există un număr finit de funcţii booleene cu un 
domeniu de definiţie şi un domeniu de valori date. Astfel, mulţimea funcţiilor 
definite pe B? cu valori în B. conţine 22 funcţii. Aceste funcţii pot fi nume- 
rotate, asociind la fiecare funcţie un număr între 0 şi 22* — 1. O funcţie cores- 
punde unui şir de 2* valori O sau 1; aceste valori formează un număr binar 
cu 2" cifre. Acest număr va fi denumit indexul funcţiei respective. 

In tabelul 1.7 sînt date toate funcţiile de o variabilă în număr de 22 = 
Cele patru funcţii pot fi interpretate astfel: 

F, este funcţia constantă 0, 

F, este funcţia identică, 

fi este funcţia complement, 

Fs este funcţia constantă 1. 


x | fl hf | fe 
MI EIEIISE 


Tabelul 1.7 


In tabelul 1.8 sînt prezentate toate funcţiile de două variabile. Asupra celor 16 funcţii de 
două variabile se pot face mai multe observaţii. Astfel, funcţiile /, şi „a sînt funcţiile constante O 
şi respectiv |. Funeţiile /, şi [+ sînt funcţiile identice cu x, şi respectiv x;, iar fas Şi fue sînt fune- 
jiile identice cu complementul variabilei x, și respectiv x, Funcţiile fe şi fa nu depind de nici 
a variabilă, iar funcţiile fa. fos Pie şi as nu depind decit de una din Variabile. Celelalte funcţii 
depind de ambele variabile. 


sua | 00 01 10 11 
fe 9 a '0i:0 
fu 00. 1014 
Pa 09 wo 
FA 0 0 uU 1 
VA Dual 0 0 
h 9 1 0-1 
Lă O 1 d 10 
În Di A Al 
în Ig, Oi 0x10 
VA 139 09 Dia 
ho LD SI 
Pa Du” 

a W 1 909 0! 

3 a Lu Cr i 
fan Dada 1 0 

ii DOM a 

Tabelul 1.8 


O altă formă de reprezentare a funcţiilor booleene utilizează expresiile 
booleene. O expresie booleană formată cu variabilele x,, Xa, ... x, gene- 
rează o îuncţie booleană de n variabile booleene, care asociază fiecărui sistem 
de n elemente O sau 1 valoarea expresiei booleene pentru acest sistem de valori. 
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1.3.3. 


1.3.4, 


111.3.5. 


1.3.6. 
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transport pentru a transporta o cantitate maximă de pro- 
Pee La ca ce pet tearaporta dice ta 7 tale ata 
use din ee a a ÎN pre e Vo 


cantităţi maxime, date în tabelul: 


La intersectia liniei x, cu coloana y, se găseşte cantitatea de produse care pot fi 
transportate din x, în y,. 

Disponibilul la centrele x, este dat de a, = 60, a, == 24 şi a. = 36, iar cererile 
în centrele y, sînt următoarele : b, = 33, b, = 19, b, = 68. Să se transforme această 
problemă într-o problemă de flux maxim într-o rețea de transport şi să se deter- 
mine un plan optim de transport utilizind algoritmul lui Ford-Fulkerson. 

Fie G o reţea de transport cu intrarea a, ieşirea b şi «w-(A) o tăietură oarecare cu 
a Aşi beA. Să se arate că orice drum D=(a, ..., b) de la a la b în reţea con- 
tine cel puţin două virfuri vecine x, şi xu,+, astfel încît arcul (x, x) e (4). 
Două localităţi a şi b sînt legate printr-o rețea de drumuri cu 6 puncte de inter. 
secție. Pentru a ajunge din a în b trebuie să urmăm drumurile de la a la b din 
gralul din figura 111.15. Costurile de instalare a unor posturi de control al circulaţiei 
pe arcele acestui graf sînt indicate prin numerele scrise în paranteze lîngă arcele 


respective. 


Fig. 1.15 
Să se determine pe ce arce ale rețelei trebuie instalate posturile de control, astfel 
încit să poată fi supravegheate toate drumurile posibile de deplasare din a în b, 


iar costul total de instalare să fie minim. 
Se consideră graful de activităţi din figura 111.16, unde virful 1 reprezintă înce- 
perea lucrării, viriul 7 reprezintă terminarea ei, iar timpii operatori sint numerele 


serise în dreptul fiecărui are. 


Fig. 111.16 


Costul necesar pentru a determina accelerarea operaţiilor programului cu cite o uni- 
tate de timp este trecut în tabelul următor : 


Operația Costul Operația Costul 


4,2 6 (38 3 
(3) 2 (4,5) 4 
(2.3) 6 (4,6) ] 
(2,4 1 (5.6) 1 
(2,5) 3 (57 1 
[cE)) 5 (6.7 5 


Să se determine care operaţii trebuie să fie accelerate cu cite o unitate de timp, astfel 
încît durata de execuţie a întregii lucrări să se scurteze cu o unitate de timp şi costul total 
pentru scurtarea duratelor acestor operaţii să fie minim. 


IV. ALGORITMI ŞI METODE DE REPREZENTARE 


IV.1. Noţiunea de algoritm 


1V.1.1. Definiţia algoritmului 

Noţiunea de algoritm este o noțiune matematică foarte veche. Cuvintul 
porii, este de origine arabă. EI derivă din numele matematicianului „Abu 
ar Mohammed ibn Misâ al Horezmi“ care a scris o carte celebră intitulată 
„Kitab al jabr w'al-muquabala“. Din titlul acestei cărți provine cuvîntul al- 
gebră. 

In evul mediu se folosea termenul de „al; m“ cu înţelesul de proces al 
efectuării operaţiilor aritmetice cu ajutorul lor arabe. Se presupune că din 
asocierea cuvîntului algorism cu domeniul lui de referinţă, aritmetica, a rezultat 
termenul algoritm. Incepind cu anul 1950 în toate manualele de specialitate 
cuvintul algoritm este frecvent asociat cu procesul de aflare a celui mai mai 
divizor comun a două numere naturale, aşa-numitul „algoritm al lui Euclid 
De asemenea, regulile operaţiilor aritmetice sint denumite algoritmi de efec- 
tuare a operațiilor respective. 

Noţiunea de algoritm nu are o definiție matematică. In aceeași situație se 
află și alte noţiuni din matematică, cum ar fi noțiunea de mulţime. 

Prin algorilm se acceptă să se înțeleagă un sistem de calcule, care, pentru o 
anumită clasă de probleme, din condiţiile inițiale ale problemei permite să se 
obțină soluţia problemei respective, cu ajutorul unui şir finit și ordonat de 
operaţii univoc determinate, efectuate mecanic, fără aportul creator al omului. 

Există totuși definiţii matematice riguroase pentru unele categorii de algo- 
ritmi : funcţii recursive, maşini Târing, algoritmii normali ai lui A. A. Markov. 
S-a demonstrat că aceste clase de algoritmi sint echivalente. S-a is ipoteza 
că oricare dintre aceste clase defineşte noţiunea de algori Pînă în prezent 
această ipoteză nu a fost infirmată, deoarece nu s-a găsit nici un algoritm care 
să nu poată fi reprezentat conform regulilor acestor clase. 

Un algoritm este compus din unul sau mai mulţi pași, un pas reprezentînd 


efectuarea unei singure operaţii din şirul celor care aleatuiese algoritmul. 


Exemple 
1. Algoritmul împărțirii întregi a două numere naturale 


Se ştie că împărțirea întreagă a două numere constă din efectuarea unor 
scăderi succesive, pînă cînd descăzutul devine mai mic decit scăzătorul. Pentru 
fiecare scădere care se efectuează, descăzutul este rezultatul scăderii prece- 
dente, iar scăzătorul este împărțitorul. Rezultatul ultimei scăderi efectuate 
este tocmai restul împărțirii celor două numere, iar numărul de scăderi efec- 
tuate reprezintă cîtul împărţirii. 

Pașii acestui algoritm sînt constituiți de operaţiile de scădere şi de operatiile 
de comparare a descăzutului cu scăzătorul. Este evident că şirul acestor ope- 
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raţii este finit, dooarece descăzutul se micşorează cu fiecare nouă scădere, în 

timp ce scăzătorul rămîne neschimbat. 
Fie, de exemplu, numerele 17 şi 7. Pa: 

cîtului” şi restului împărțirii sînt prezenta 


algoritmului care duc la aflarea 
în tabelul IV.1. 


Operația Pasul Numărul 
scădere 17—7=10 ] 
comparare 10 <7 nu a 
scădere 10 —7 = (3] 2 
comparare 3<7 da — 


(descăzutul este mai mic decît scăzătorul) 


Tabelul IV.1 


Numărul de scăderi efectuate este 2, iar rezultatul ultimei scăderi efectuate 
este 3, deci cîtul împărțirii numărului 17 prin 7 este 2, iar restul este 3. 
2. Algoritmul lui Euclid 

Acest algoritm se foloseşte pentru obţinerea celui mai mare divizor comun 
a două numere naturale. 


Notînd cele două numere naturale prin m şi n, vom presupune că 7 este mai 
mare decit n. 

Algoritmul constă din efectuarea unui şir de împărțiri intregi pină cind se 
obține un rest nul. Pentru fiecare împărțire care se efectuează, împărțitorul 
este restul împărțirii precedente, iar deimpărțitul este împărțitorul din împăr- 
țirea precedentă. Impărțitorul din ultima împărțire efectuată constituie cel 
mai mare divizor comun al celor două numere. 

Paşii acestui algoritm sînt constituiți de operaţiile de împărțire şi de veri- 
ficare a anulării restului. Deoarece restul unei împărțiri este mai mic decit îm- 
părțitorul, şirul de resturi al împărțirilor succesive este strict deserescător, 
astiel că numărul de împăr! din algoritm este finit, 

Fie, de exemplu, numerele 78 şi 30. Paşii algoritmului care conduc la aflarea 
celui mai mare divizor comun al acestor numere sînt prezentaţi în tabelul IV.2. 


Pasul Operația 


78: 30 = 2 rest 18 împărţire 


verificare 

12 | împărţire 

verificare 

18:12=—1 rest 6 împărțire 
= nu verificare 
[6] =2 rest î împărțire 
0=0 da verificare 


Tabelul IV.2 


103 


IV.1.2. Proprietăţile algoritmilor 


Orice algoritm trebuie să se bucure de următoarele trei proprietăţi funda- 
mentale, numite proprietăţi de bază ale algoritmilor. 
J. Claritatea. Orice algoritm trebuie să fie caracterizat printr-o descriere pre- 
cisă, riguroasă, fără ambiguităţi a tuturor acţiunilor care urmează să se execute. 
Cu alte cuvinte, un algoritm, datorită caracterului său de automatism, trebuie 
să precizeze în mod univoc toate etapele de calcul pe care le va urma execu- 
tantul algoritmului (omul sau mașina). De aceea, această proprietate este denu- 
mită uneori şi unicitate. 
2. Generalitatea. Un algoritm este util dacă rezolvă nu numai o problemă par- 
ticulară, concretă, ci o întreagă clasă de probleme aseminătoare. Aceasta 
înseamnă că un algoritm trebuie să se aplice la o mulţime de sisteme de date 
inițiale. Această mulțime poartă numele de domeniu de aplicabilitate al algorit- 
mului. 
De exemplu, algoritmul lui Euclid se poate aplica la orice pereche de numere 
naturale. Vom spune deci că domeniul de aplicabilitate al algoritmului lui 
Euclid este mulțimea perechilor de numere naturale. Această proprietate este 
cunoscută și sub numele de universalitate. 
3. Eficacitatea. Orice algoritm urmăreşte prin execuţia sa obţinerea unui anumit 
rezultat. Pentru aceasta nu este sulicient ca acţiunile algoritmului să fie bine 
determinate, ci trebuie ca pentru orice sistem de date iniţiale numărul de ac- 
țiuni (paşi) care urmează să se execute să fie finit. De aceea, această proprietate 
poartă denumirea de finitudine. La exemplele de algoritmi prezentate anterior 
s-a arătat că numărul de pași corespunzători unui sistem oarecare de date 


inițiale este finit. 


IV.1.3. Structura algoritmilor 


Acţiunile componente ale unui algoritm se efectuează asupra unor date 
inițiale sau asupra unor rezultate intermediare ale operațiilor anterioare. Atît 
datele cit şi rezultatele intermediare apar ca valori ale unor variabile. O varia- 
bilă are, în cadrul unui algoritm, o semnificaţie deosebită de aceea din materna- 
tică. Astiel, în timp ce în matematică o variabilă reprezintă o nedeterminată 
cu care se pot face operaţii matematice fără a fi cunoscută valoarea sa, într-un 
algoritm variabilele sînt utilizate pentru a denumi date sau rezultate interme- 
diare. Deci, o variabilă este destinată să aibă o anumită valoare. Această va- 
loare poate îi totuși schimbată pe parcursul algoritmului. Este cazul aşa-numi- 
telor variabile de lucru. O variabilă de lucru este folosită pentru reținerea unui 
rezultat intermediar şi poate fi refolosită pentru reținerea altui rezultat inter- 
mediar, atunci cînd rezultatul anterior nu mai este necesar pentru alte calcule. 

Acţiunile unui algoritm se realizează sub forma unor operaţii. Aceste ope- 
raţii constituie pașii algoritmului. 

Operaiile care pot apărea într-un algoritm sînt de două categorii : operaţii 
de calcul şi operaţii de decizie 

O operaţie de calcul constă în efectuarea calculelor indicate de o expresie 
simbolică, înlocuind fiecare variabilă cu valoarea sa. Razultatul acestor calcule 
adică valoarea expresiei respective, este reţinut sub forma valorii unei varia- 
bile. Se spune, de obicei, că valoarea expresiei este atribuită variabilei respective, 
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Saua mitilizatăi pentru operaţiile de calcul poate fi dedusă din următoarele 
x p+2 


a /BTZ1]2 
S-— LUNGIME x LĂȚIME 


x o Xa Xa 
Ci ca 


Observaţii 


1. Variabilele pot fi notate atit prin litere, cit şi prin cuvinte. Se pot utiliza şi indici. 

2. Simbolul „e“, care se citeşte „ia valoarea“, este întrebuințat pentru a marca atribuirea unei 
valori variabilei indicate. In matematică pentru acelaşi scop se utilizează simbolul Şi 
Simbolul „=“ este însă folosit şi pentru relaţia de egalitate. Pentru a evita ambiguitatea în 
cadrul unui algoritm, se preferă folosirea a două simboluri distincte, astfel că simbolul „=" 
va fi folosit numai pentru a marca relaţia de egalitate. 


Intr-o operaţie de calcul se poate atribui o nouă valoare unei variabile a 
cărei valoare este utilizată în cadrul calculului respectiv. 
De exemplu, operaţia de calcul 


XX: 


atribuie variabilei X o nouă valoare, egală cu vechea valoare ridicată la pătrat. 

In acest fel iese în evidență modul de succesiune a valorilor unei variabile. 

Astiel, dacă înainte de efectuarea operaţiei de atribuire prezentate, variabila X 

are valoarea 3, după efectuarea operaţiei, aceeași variabilă va avea valoarea 9. 

d Un rol deosebit de important în structura unui algoritm îl au operațiile de 
lecizie. 

În general, prin operaţie de decizie se înţelege determinarea valcrii logice de 
adevăr. a unei propoziţii. Propoziţiile analizate de operaţiile de decizie sint 
propoziții enunţiative, care nu pot fi decît adevărate sau false. De obicei, aceste 
propoziţii enunţă că un obiect are o anumită proprietate (de exemplu : valoarea 
variabilei X este pozitivă, variabila Y are ca valoare un număr întreg). De cele 
mai multe ori, propoziţiile asupra cărora se aplică operaţia de decizie se referă 
la o relaţie între două obiecte. De exemplu : valoarea variabilei X este egală 
cu valoarea variabilei Y, valoarea variabilei X se divide prin valoarea varia- 
bilei _Y etc. 

Rezultatul unei operaţii de decizie îl constituie valoarea „adevărat“ sau 
„fals“ a propoziției analizate. In cadrul acestei operaţii se calculează valorile 
diferitelor expresii care constiluie obiectele relaţiilor respective, ţinînd cont de 
valorile variabilelor care apar în aceste expresii. Astfel, propoziţia 


, dizi m P let az 3 | 


are valoarea logică „adevărat“ dacă, de exemplu, variabila X are valoarea 7, 
iar variabila Y valoarea 2 şi valoarea logică „ials“ dacă variabilele X şi Y au 
valorile 3 şi, respectiv, 8. 

O importanţă deosebită în descrierea unui algoritm o are și specificarea 
succesiunii de efectuare a operaţiilor componente. 

Înlănţuirea paşilor unui algoritm poate fi indicată implicit sau explicit. 

Astiel, succesiunea implicită de efectuare a paşilor unui algoritm este dată 
de ordinea de prezentare a acestor paşi în cadrul algoritmului. 
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Specificarea explicită a succesiunii de efectuare a unor paşi apare în cazul 
operaţiilor de decizie. În acest caz se specifică (explicit) care pas urmează să 
fie execulat dacă rezultatul operaţiei de decizie este „adevărat“ şi care pas 
dacă rezultatul operaţiei este „fals“. Deoarece aceşti doi pași următori sint 
obligatoriu diferiţi, operaţiile de decizie reprezintă ramificații în succesiunea 
de paşi ai unui algoritm, Să exemplilicăm cele două tipuri de operaţii în cadrul 
algoritmului împărțirii întregi (cu rest). 

Să notăm Wariabilele acestui algoritm astfel: 

D — deîmpărțitul ; 


1 — împărțitorul ; 
E — cîtul; 
R — restul. 


Presupunind că variabilele D şi / au deja valorile corespunzătoare datelor 
algoritmului, paşii acestuia sînt : 


Pasul 1. C-0; 

Pasul 2. R-D; 

Pasul 3. R<I; dacă este adevărat urmează pasul 7, 
dacă este fals urmează pasul 4; 

Pasul 4. R-R—I: 

Pasul 5. C-C+l; 

Pasul 6. R< 1; dacă este adevărat urmează pasul 7, 


dacă este fais urmează pasul 4; 


Pasul 7. Terminarea algoritmului. - 


Se observă că paşii 1, 2, 4 şi 5 specifică operaţiile de calcul, în timp ce paşii 3 
şi 6 reprezintă, operații de decizie: In tabelul 1V.3 se prezintă succesiunea pa- 


şilor algoritmului în cazul numerelor 17 şi 7. 
Valorile variabilelor înainte | Rezultatul! 
Pasul de execuţia pasului operaţiei 

D [i | GR de decizie 

a iza | -— — - 

2 î7 7 [] = — 

3 17 7 o 17 fals 

4 17 d [n] 17 — 

5 17 7 0 10 

6 17 7 1 10 

4 17 7 1 10 — 

5 17 Ci 1 3 — 

6 17 ZE 2 3 adevărat 

7 17 7 [2] [3] — 

Tabelul IV.3 


Este posibil ca să se specifice explicit următorul pas şi în cazul operațiilor 
de calcul: Astfel, în exemplul anterior, observînd identitatea paşilor 3 și 6, se 
poate elimina pasul 6, specificînd la pasul 5 că urmează pasul 3. 

Rezultă astiel următorul algoritm : 
Pasul |. C- 0; 
Pasul 2. R-D; 
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Pasul '3. R < 7, dacă este adevărat urmează pasul 6, 
dacă este fals urmează pasul 4; 

Pasul 4. R<R-—I; 

Pasul 5. C< C+- 1, urmează pasul 3; 

Pasul 6. Terminarea algoritmului. 

De asemenea, este posibilă specificarea implicită a pasului următor şi în 
cazul operaţiilor de decizie. Totuşi, deoarece într-un pas corespunzător unei 
operaţii de decizie se specifică doi paşi următori, rămîne nesesară specificarea 
explicită a unuia dintre aceşti doi pași. Astfel, în exemplul prezentat poate fi 
modificat pasul 3 în modul următor : 

Pasul 3. dacă R < / urmează pasul 6. Ă 


1V.1.4. Clasificarea algoritmilor 
In funcţie de structura lor algoritmii pot îi împărţiţi în mai multe clase. 
Algoritmii liniari sint acei algoritmi care s?ht alcătuiți numai din operaţii 
de calcul. Absența operaţiilor de decizie din cadrul algoritmilor liniari are ca 
efect execuţia paşilor acestor algoritmi într-o singură succesiune. In această 
categorie inlră, de exemplu, algoritmul pentru calculul valorii unei expresii, 
cum ar îi algoritmul pentru calculul valorii palinomului ax? + bx -+ c, prezentat 
în continuare. 
Pasul 1. v-a; 
Pasul 2. v-uxx-+b; 
Pasul 3. v— uxx-tce; 
Pasul 4. Terminarea algoritmului. 


Algoritmii liniari sînt cei mai simpli algoritmi. 

Algoritmii cu ramificații reprezintă. acei algoritmi care cuprind şi operaţii 
de decizie printre operaţiile de calcul. În acest caz, în funcţie de valorile varia- 
bilelor şi de rezultatele operaţiilor de decizie, pentru un algoritm cu ramificații 
există mai multe posibilități în ceea ce priveşte ordinea de execuţie a paşilor săi. 

Algoritmii aciclici cuprind acea categorie de algoritmi cu ramificații, pentru 
care în cadrul execuţiei nu se poate efectua de mai multe ori un același pas. 
Algoritmul rezolvării unei ecuaţii de gradul doi, ax? 4+ bx-+-c = 0, este un 
exemplu de astfel de algcritm. 

Pasul |. DELTA  b?—4ac; 
Pasul 2. dacă DELTA < 0 urmează pasul 5; 


JDELTĂ . 
2a * 
—b — J DELTA 

ET Za 5 


Pasul 3. 


Pasul 4. xa« ; urmează pasul 7; 


Pasul 5. RE+- —:; 
2 


Pasul 6. IM+— 


Pasul 7. Terminarea algoritmului. 
Se observă că nu sînt posibile decît două succesiuni de pași şi anume : 1, 2, 
3, 4, 7 în cazul rădăcinilor reale și 1, 2, 5; 6, 7 în cazul rădăcinilor complexe. 
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Algoritmii pentru care există posibilitatea repetării execuţiei unuia sau mai 
multor paşi, alcătuiesc categoria a/goritrnilor ciclici. Succesiunea de paşi care 
poate fi executată în mod repetat poartă denumirea de ciclu. Numărul de 
repetări ale unui ciclu poate fi fix sau varia 

Cea mai mare parte a algoritmilor utilizaţi în practică este reprezentată de 
algoritmii ciclici. Aceşti algoritmi permit o descriere concisă a unor succesiuni 
cu numeroși pași. Algoritmii ciclici sint indicaţi în special pentru a fi executați 
cu ajutorul calculatoarelor ctectronice. În acest caz numărul mare de pași de 
efectuat este compensat de viteza mare de execuţie a operațiilor. 

Exemplele de algoritmi prezentate la început, algoritmul lui Euclid şi algo- 
ritmul împărțirii întregi constituie algoritmi ciclici. Ciclul algoritmului lui 
Euclid este reprezentat de paşii corespunzători efectuării unei împărțiri, iar 
ciclul algoritmului împărțirii întregi este format din paşii corespunzători efec- 
tuării unei scăderi. 

Un algoritm ciclic poate avea mai multe cicluri, acestea putînd fi incluse 
unul în altul. 


1. Fie N un număr natural, Este corect următorul algoritm : 
Pasul 1. M=2N+1 
Pasul 2. Dacă M = 0 atunci urmează pasul 4; 
Pasul 3. M+= M — 2, urmează pasul 2; 
Pasul 4. Terminarea algoritmului. 


2. Se dă algoritmul: 
Pasul 1. /« 1; 
Pasul 2. 5-1; 
Pasul 3. S-sSx7 
Pasul 4. /«1+2; 
Pasul 5. Dacă / < 5 atunci urmează pasul 3; 

Pasul 6. Terminarea algoritmului. 
Cure este valoarea lui S la terminarea algoritmului ? 


3. Si se serie paşii algoritmului lui Euclid pentru numerele 459 şi 170. 


4. Se dă polinomul P(x) = aut + ax? + asr? + asx + au. Să se alcătuiască un algoritm care 
să calculeze valoarea P(x). 


5. Să se găsească un algoritm care să determine cel mai mare număr dintre trei numere date. 


6. Folosind schema lui Horner să se conceapă un algoritm care să calculeze citul şi restul împăr- 
țirii polinomului ax? + bx: + cx + d la x — x. 


7. Să se scrie un algoritm pentru calculul sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice 
cu raţia q şi primul termen a. 


8. Să se conceapă un algoritm pentru calculul numărului de combinări C4. 
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IV.2. Metode de reprezentare a algoritmilor 
IV.21. Scheme logice 


Cea mai simplă metodă de reprezentare a algoritmilor este metoda folosită 
în exemplele anterioare, care utilizează pentru descrierea fiecărui pas al algorit- 
mului un limbaj apropiat de cel obişnuit. 

Schemele logice constituie forme grafice mai sugestive de reprezentare a 
algoritmilor, cu o răspîndire largă, o schemă logică fiind alcătuită din blocuri 
între care se stabilesc legături orientate (săgeți). Blocurile au diferite forme gra- 
fice, în funeţie de acţiunile (paşii) pe care le (îi) reprezintă (tabelul 1V.4). 


Denumirea blocului Simbolul 


Peretii isp 

De catcut ES es 

De gecizie <a DA NU, 
fu 


De intrare /oate] 


De reșire 
De procedură =) 


Tabelul IV.4 

Operaţiile de calcul sînt reprezentate prin blocuri de calcul, iar operaţiile 
de decizie prin blocuri de decizie. 

Pentru a pune în evidenţă începutul sau stirşitul unei scheme logice se uti- 
lizează blocuri terminale. 

Datele de intrare ale algoritmului precum şi rezultatele acestuia sint puse 
în evidenţă cu ajutorul unor blocuri de intrare-ieșire. 

Legăturile care se stabilesc între blocuri reprezintă succesiunea efectuării 
acţiunilor reprezentate de blocurile respective. 

remarcă, la blocurile de decizie, legăturile corespunzătoare celor două 
rezultate posibile ale operaţiei de decizie. 

Schema logică a algoritmului împărți întregi este prezentată în figura IV.I. 

Pentru a simplifica trasarea legăturilor, precum şi pentru a ușura urmărirea 
succesiunii paşilor unui algoritm se obişnuieşte ca aceste linii de legătură să fie 
parcurse de sus în jos sau de la stînga la dreapta. Liniile de legătură care nece- 
sită să fie parcurse în alt mod trebuie să fie desenate sub formă de săgeți. Este 
însă recomandabil ca toate liniile să fie trasate sub formă de săgeți. 

Pentru a nu diminua claritatea unei scheme logice se recomandă evitarea 
intersectării liniilor de legătură. Dacă totuşi unele intersectări nu pot fi elimi- 
nate, există un simbol special, denumit conector, care permite întreruperea unei 
linii de legătură. Un conector este alcătuit dintr-un cerculeţ în care se înscrie 
o literă sau cifră. Se presupune că între două simboluri conector care conțin 


109 


Fie. IVA Fig. IV.2 


aceeași literă sau aceeaşi cifră există o linie de legătură netrasată. In figura IV.2 
se prezintă un exemplu de utilizare a acestui tip de simboluri. 

Pe măsură ce un algoritm este mai complex, schema sa logică cuprinde mai 
multe blocuri, iar legăturile necesare sînt mai numeroase. Pentru a simplifica 
descrierea unui algoritm mai complex, se pot folosi operaţii complexe, a căror 
efectuare să reprezinte de fapt execuţia unui întreg algoritm. De exemplu, în 
cadrul algoritmului lui Euclid se poate folosi operaţia de împărțire cu rest, 
pentru a cărei efectuare se poate utiliza algoritmul împărțirii întregi prezentat 
anterior. Pentru reprezentarea acestor operaţii speciale se foloseşte în schemele 
logice un tip de bloc denumit bloc de procedură (vezi tabelul 1V.4). În figura IV.3 
se poate urmări reprezentarea algoritmului lui Euclid în care s-a utilizat algo- 
ritmul împărțirii cu rest. Se observă că blocul de procedură din figura IV.3 
deserie aplicarea algoritmului împărțirii întregi pentru valorile variabilelor M 
și N, obţinînd ca rezultate valorile variabilelor P şi Q. 
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(_mrrraczane 


RE SE RE) 


Sa 


Rezultate 
C:R 


Rezultat cc. 
N It > ca 
RELUARE 


Fig. IV.4 


Fig. IV.3 


Un bloc de procedură poate îi însă folosit şi pentru a nota o porţiune dintr-o 
schemă logică, porţiune care este descrisă separat. 
Cu o notație de acest fel algoritmul împărțirii întregi apare ca în figura IV.4. 


Realizarea unui algoritm corect şi a unei scheme logice clare într-un timp scurt şi cu un 
efort cît mai mie constituie scopul cercetărilor în domeniul programării. S-au obținut bune re 
zultate folosind metoda programării structurate, apărută în 1965. 

Conform metodei programării structurate un algoritm poate să fie realizat folosind o com- 
binație de trei tipuri de structuri elementare liniară, alternativă şi repetitivă (fig, IV.5). Sa 
arătat că orice algoritm descris de o schemă logică poate fi transformat astiel ca să fie repre 
zentat printr-o schemă logică structurată. In figura IV.6 se prezintă algoritmul împărțirii întregi 
în forma structurată. Singura modificare necesară (faţă de fig. IV.1) a fost Ia blocul de decizie, 
unde relaţia respeetivă s-a înlocuit cu relația complementar. 

Struetura alternativă corespunde în limbajul curent unei propoziţii condiţionale de forma : 

dacă C atunci B altiel A. 


Fabi 


NU Da e NU. 
DA 
A a | | 


Fig. IV5 


In cazul algoritmilor, structura alternativă corespunde unei operaţii de decizie de forma 


dacă propoziţia C este adevărată, 
atunci urmează pasul î; 
altfel urmează pasul j. 


d au Ba Sau 
nl 208 i [aus 


Fig. 1V7 


Pentru ca structura alternativă să fie 
corect construită este însă necesar ca să 
urmeze acelaşi pas, atit după succesiunea 
de paşi corespunzătoare blocului de proce- 
dură A, cit şi după succesiunea corespun- 
zătoare blocului de procedură B. 
Structura alternativă poate fi utilizată 
şi sub o formă simplificată, dacă una dintre 
alternative nu conţine nici un pas. Grafic, 
această situaţie se prezintă ca în figura 1V.7, 
Structura respectivă corespunde în lim- 
bajui curent unci propoziţii de forma: 
atit timp cît este adevărată C execută A. 


Rezultate 
CR 
In cazul algoritmilor structura repeti- 


tivă corespunde ciclurilor de paşi, propo- 
C sT7o ED) ziția C determinind numărul de repetări 


ale ciclului. 


IV.2.2. Exerciţii 


1. Să se alcătuiască schema logică a unui algoritm care să calculeze n ! cînd se dă n. 
2. Să se alcătuiască schema logică a algoritmului pentru rezolvarea ecuaţiei 


a + bx +c=0. 


3. Ge valoare are S cînd se termină execuţia algoritmilor reprezentaţi de schemele logice din 


figura IV.8. 
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Fig. IV.8 


4. Să se alciituiască schemele logice ale algoritmilor descrişi în exerciţiile 4, 5, 6 şi 7 din para- 
graful anterior. 


5. Se dă şirul (a,), p= 1, 2, ... ai cărul termeni sînt definiţi de relat 
ap= za 2 + a=. 


Să se alcătuiască algoritmul pentru calculul valorii termenului a,. 
Să se deseneze schema logică a acestui algoritm. 

6. Să se alcătuiască algoritmii şi schemele logice pentru calculul următoarelor sume : 
a) S= 1234524... +(2n+1 
b)S=1 4214314... +a 
€) S=C0 +04 +00 +...+C3. 


8 — Matematică aplicată în tehnica de calcul cl. a X-a — ca. 23 13 


Indicaţii și răspunsuri 


Cap. 1 


11.3. 1. 3) xXUVOV=zxU&NPW = şi cuDNs= Neu: bpuvN 
N2=yMz şi pupNz=yNz:; 0 xu(y )= te) şi e uWMu= xy. 
2. x Caeoaz Sa asttel că (4 LH) D2= 6 NU 02) = zii Na)-3 bn 

a =P şi a, ==iu. Fieas fa, şi 7 am a 0 ă, = ua se am iar a D= pa 
= a, imposibil, deoarece a, i a,. 4. b) 8; c) 5. 5. a) aa— aa +0)=a: b) dă =0 
+â= mă= a; 0 a030+0a dați la=1; 0) 10=0şil+ 
+0=1>1%0; D1=0=0. 6 9,planul.8. a:n= nn C apentiiioricea șia + u = 
=usacu peniru orice a. 9. a) 1; b)O: 6) 1. i 

124. 1 0) x;b) 0300040) x.4.3) 1; b)0:0) 0.6. Î) da; b) da; 0) hu. 

3. 1.) xi b) fututa; cab + cd: d) ae bEăbe. 2. aha: b) Situat: (+ 
6 +DG+D5+ d: 0 (a Do +Da +0). 3. be, e, [. 4. a) abe rate + ale + 
) auz + auz + Sf Rueeta + uta atata 5. 2) (a + brad +a +b+ 
+da+o+Dibhieryraderyra try + Dirty + DE + +2 
e da Fra dea ta te dat Za Xa + Za + 23). 6, a) aBed + abed + abăd + 
+ abcă + abed + abtd + abid + abid;.b) (a + b +e+a+b+e+rdatb+e+d 
(a +5 +e+oa+brerolarb +a rb+re+ola+b +0 +4). 

14.8, 1. 2) 0; b) asi Datu răi nare 2 a) de + bă; b) apă; 0) uta + 
ps O) ED Hed: e) 2. 3. a) sp azi b) Gb + e + ai 6) xx, + tus. 4. 0) 1ș b) 
xotetai €) d. 5. a) ae + 073 b) d: c) xy +2. 6. b) az + ape rapi tai (hu 
+2Doery + de +p+da tuya: ay ohraz + 2. 7 a) fi => Putea + tite tata: 
AP eutoea fata În = Batut Fata + Duta hate Fata ob uitata fn > Rata + 
atata + eutata i b) [i > (a + Xa Ed Fr Za zu Za 5), fa > Cea + Zaha 
AP ata bata) Pa (et a ok Xa te Za Xa Ze FLM fr at Fa d Dort Xa), 
Pi aus ta e Bata ÎS ta Daia ao aa + Rit 8. a) ABC + ABE + 
+ ABC + âBG = AC + ÂB: b) ABC + ABC + ABC = ABE + BC: c) ABE + ABC+ 
+ ÂBC. 9,3) Ci.b) 48 + AB; 0) AB: d) AC + AB-+ BC. 14. a) Qbed + abod:+ abd +, 
+ abcd + abcă + abd + dhed; b)  abed + abid +-abcd + abed «+ abed + abid.+ abed ;. c) 
îcde + GBuă + âbode + abcde + abcde + abăde + abede + abcde + abcăe + abcdă + abcde + 
+ abadă + abode + abide + adie. 12. a) e + d + ab; b) 3 + xyz: c) Sa + ui d) musa 
e) bd + abc. Șt 2. în 


TI4 


1.5.6. 1. a) te tr ate += Sari b) (aut, + atleta + era e e a, 
= er 


ZE + xi 0) (a ot adera 30 + Zori) = atat 2. 3) aaa "ast asa, + 
as b) Bet ab ta + d +0) + abc; c) [(8s + 20 + xi) 3. a) (2) (0) = 
= a + be; b) abed + abed + abed + abcd = cd; c) abd+ abd + abc +ac= ab +c. 5. (vezi 


îig. V.1). 6. (vezi fig. V.2). 7. (vezi fig. V.3). 


Fig. va 


Fig. V2 


1=0,Dp+€,D, + CD, 


Fig. V.3 


115 


Cap. 1 1 


1.1.1. Se obțin 13 lanţuri elementare, 7 care încep cu muchia [1, 2] şi 6 care încep cu muchia 
[1, 3) 


U.1.2. Se va raţiona prin reducere la absurd. 


11.1.3. Dacă G conţine un viri izolat x, toate muchiile lui G unesc viriuri diferite de x, deci 
ms Ci. 


1.1.4. Numărul maxim de muchii ale lui G se obține cînd fiecare componentă conexă este un 
subgraf complet. Presupunind că există două componente care contin m, respectiv n, virfuri, 
astfel încit n, > ns > 2, vom face următoarea transformare : Suprimăm un viri x din compo. 
nenta cu na virfuri şi îl ducem în componenta cu 7 virfuri, unindu-l prin muchii cu toate cele n, 
virturi deja existente. Se obţine un nou graf G, cu m, muchii şi 


m — (ns Dim m+(m-nd+i>m+i, 


ceea ce contrazice maximalitatea grafului G. Deci G are p componente care conțin respectiv 
n pl, n css L virturi, cînd m = Cipru: 


1.1.5. Presupunînd prin reducere la absurd că G conţine n virturi de grade diferite, rezultă că 
şirul gradelor lui G este: 0, 1, 2,..., n — 1. Deci G conţine în acelaşi timp un vîrf izolat şi un 
virt adiacent cu toate celelalte viriuri, ceea ce este contradictoriu. 


1.1.6. Pentru graturile din figura 11.14 bijecţia f se defineşte de exemplu prin: f(1) = a, (2 = 
= e, H3) = e, H4) = d, H5) = d şi pentru grafurile din figura 11.15 prin: /(1) = a, (2) = b, 
3) = e, [4 = d, 5) = e, [(6)= 4, HD = n, NB = i, (9) = p, FU0) = î, urmărind ciclurile 
elementare din cele două grafuri. 


1.1.7. Să presupunem că G nu este conex. Dacă vtrfurile x şi y din E nu sînt adiacente, rezultă 
că ele sint adiacente în G. 


Deci x şi y aparțin unei aceleiaşi componente conexe a lui G. Graful G mai conţine cel puţin 
o altă componentă conexă, deci există un viri 2 care nu aparține în graful G unei aceleiaşi com- 
ponente cu x şi cu y. 


Rezultă că x şi 2, respectiv y şi z nu sînt adiacente în G, adică [x, 2] e E şi [zvl ed, 
deci x şi y sînt legate printr-un lanţ de lungime egală cu doi. Deci G este conex. 


U.1.8. Fiecare din cele C= 


e muchii ale graului complet K, poate fi aleasă sau nu 


ca muchie a unui graf cu aceeaşi mulţime de virfuri. 


Deci există 2€4 grafuri cu n viriuri date. 


11.1-9. Din definiția dată rezultă că relația binară este simetrică şi reflexivă. Dacă L,= 
= Di - «o 9] Și Lalu, ---» 2] rezultă că L = [x, ..., y, ---» z] este un lanţ de la x a z, deci 
relaţia binară — este tranzitivă, 
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11.110, Să presupunem, prin reducere la absurd, că orice viri x al lui G are gradul d() > 3. 
Fie: 
nad £ MRBRIE 
unde p > 4, un cel mai lung lanţ elementar care pleacă din x,. Rezultă că x, este adiacent numai 
cu virturi din multimea (x, -..-. xp-)- Viriul x, are gradul cel putin 3 şi este adiacent cu xp, 
deci există doi indici 1 < r < s < p — 2 astiel încit x, să fie adiacent cu x, şi x,. Ciclurite sie: 


mentare C, = [x Xa, n Xe Xa] Şi Ca = [ze Xa -n Xa Xp X,] sint impare conform ipo- 
tezei. Însă ciclul elementar C, = [iep, Xe - --+ Xp-1, Xp, X] este par, ceea ce contrazice ipoteza. 


M-1.41. Virturile 4, 5 şi G nu pot aparţine două cite două unui aceluiaşi subgraf complet. 


Fiecare din ele aparţine unui număr de 6 subgraturi complete cu 3 virturi. Se obţin în total 
18 subgraiuri complete cu 3 virfuri. 


112.1. Cele două grafuri izomorfe din figura 11.15 nu sint hamiltoniene. 
Graful din figura 11.21 este hamiltonian, un ciclu bamiltonian fiind : 


2, 12, 11, 10, 9,3,4,5,6,7,8,1]. 


112.2. Din cele 8 cicluri hamiltoniene ale grafului dat există două cu un cost minim, egal cu 
12 unităţi şi anume: [A, E, B, C, D, AJşi[A, D, C, B, E, A]. Răspunde cerințelor problemei 
ciclul [4, E, B, C, D, Al. 


1.2.3. Virlurile 2 şi 6 avind gradul egal cu 2, rezultă că ciclul hamiltonian contine muchiile 
IP, 2), 12, 4] şi (5, 6), (6, 7). 

Se obțin deci patru cicluri hamiltoniene, dintre care ciclul [P, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 11, 9, 
10, 1,3, P] are o lungime totală minimă, egală cu 33 unităţi. 


11.2.4. Notind cu H(n) numărul ciclurilor hamiltoniene ale grafului K, obtinem H(3) = 1 şi 
Hin + 1) = nHi(n), deoarece viriul x,4+ poate fi intercalat în n noduri distincte printre vir- 
furile.t4, +.» x» ale unui ciclu hamiltonian.cu n virfuri pentru a obtine un ciclu, hamiltonian 
cun + 1 virturi. Demonstrația rezultă prin inducţie după n. 

11.2.5. Dacă notăm cu X mulțimea viriurilor lui K,, fie C un ciclu elementar cu 4 virfurt 
(3 s e & n), care formează mulțimea A, al lui K,. Considerind subgraful lui K, indus de A, 
el este un graf complet care admite pe C drept ciclu hamiltonian. Deoarece A poate fi. aleasă 
în X în Ci moduri, ţinînd seama de problema precedentă, rezultă că numărul ciclurilor elemen- 
tare cu & viriuri ale lui K, este egal cu 


ce PDL 1 nn Deneb 
zi 2 2 k x 


---» n se obţine rezultatul căutat. 


Insumind aceste numere pentru & = 3, 
1.3.1. [1, 2, 3, 4,5, 6, 4, 7,6, 8, 7, 2, 10,8, 9, 10, 1]. Acest ciclu nu este unic. 


113.2. Graful conține 6 virfuri de grad impar şi anume: 2, 3, 4, 7, 8, 9, deci sînt necesare 
cel putin 3 noi muchii pentru ca gradele tuturor virfurilor să fic pare, deci ca graful obținut să 
fie culerian. 

Dacă adăugăm de exemplu muchiile : [2, 9], [3, 7] şi [4, 8), această condiţie va fi verificată 
şi graful obținut are un ciclu culerian. 
113.3. Se vor adăuga trei noi muchii, de exemplu [1, 2], [6, 10) şi (3, 7]. 


11.3.4. Dacă G are gradele tuturor virfurilor numere pare, rezultă din teorema demonstrată că 
fiecare componentă conexă diferită de un virf izolat conţine un ciclu eulerian. Dar fiecare ciclu 
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culerian se poate serie ca o reuniune de cicluri elementare, parcurgind ciclul eulerian plecind 
dintr-un virt x. Pentru a demonstra necesitatea, să observăm că fiecare ciclu elementar care 
trece printr-un viri x al graului G utilizează două muchii incidente cu x. Considerind una din 
muchiile rămase, ea aparţine unui alt ciclu împreună cu o altă muchie incidentă cu x ş.a.m.d. 
Deci d(x) este par. 

11.3.5. Se consideră gratul obținut din G în modul următor : se adaugă un nou virt u impreună 
cu muchiile [u, x] şi lu, ş]. 

11.4.1. Se obțin trei arbori parțiali minimi. Unul dintre ei are muchiile [5, 7], [1, 6], (1, 4]; 
(1, 2), [2, 3) şi (4, 5] 

1.4.2. a) = b) rezultă din propoziția 1.4.2. 

Dacă are loc b), G fiind conex conţine un arbore parțial A. Deoarece A are n — 1 muchii 
rezultă că G = A, deci G nu conţine cicluri, adică are loc c). Dacă are loc c), să presupunem prin 
reducere la absurd că G nu este conex. Rezultă că G are p > 2 componente conexe care conțin 
respectiv mu, +... n, virturi. G fiind fără cicluri, fiecare componentă conexă este un arbore, 
deci G are (m — 1) +... -+(np—l)=n-p=<n— 1 muchii, contradicţie. Deci G este 


arbore şi c) = a). 
114.3. G fiind conex conţine un arbore parţial A. Suprimind cite un virt terminal al lui A și 


al subarborilor care se obţin în acest mod găsim un subarbore A, al lui A cu & virfuri. Subgraful 
Iul G care are aceeaşi multime de virfuri cu A, satisface condiţiile problemei. 


114.4. Să presupunem prin reducere la absurd că există un graf G cu n viriuri şi cel puţin n 


muchii care nu conţine nici un ciclu. 
Rezultă că G are p > | componente conexe, fiecare este un arbore şi 2le conţin respectiv 


» Mp virluri. Deci G are (n. — 1) +... +(np—D=n-ps&n-—1 muchii, contra, 


[Stă 
dicţie. 


114.5. Să presupunem că prin eliminarea anumitar muchii din G am obținut un graf fără ci- 
cluri, cu p componente conexe care sint arbori și conţin m, ..., n, virfuri. Acest graf are 
(m — Do ss +(np—D=n=psn=—l muchii. Deci din graful G trebule: eliminate 
cel puţin m — (n— l)=m-—n+ 1 muchii, acest număr fiind suficlent pentru a obține un 
graf fără cicluri dacă se suprimă toate muchiile care nu aparţin unui arbore parțial al lui GQ. 


11.4.6. Condiţia este necesară, deoarece d, + ... + d, == 2m = 2(n — 1). Suficienta se demon- 
strează prin inducţie după n. Pentru n = 2 obținem un singur arbore cu d, = d, = 1. Pre- 
supunind proprietatea adevărată pentru n, fie numerele d, > ... > du > cu d +... 
pe k dau = 2n. Rezultă duș, = 1. Deci d, + ... + d, = 2n — 1. Obţinem d, > 2, deoarece 
în caz contrar am avea d, + ... + d,= n < 2n — 1. Notind d; = d, — 1, rezultă di + d, + 
- sa. + du = 2n — 2 şi contorm ipotezei de inducţie există un arbore A, cu gradele celor n 
virfuri egale respectiv cu d, — 1, da, ..-, d, 

Arborele căutat A se obţine din A, considerînd un nou virt pe care îl legăm printr-o muchie 


de virful lui A, de grad d, — 1. 


11.5.1. Dacă facem convenţia ca operaţiile de aceeaşi prioritate să se efectueze de la stinga la 
dreapta, se obţin rezultatele: a) ** + xy +yz+zx. 

b) 4 = 80 1 xâye5e î x2 îy2*2*xty3. 

c) ++/hxy+yz/+yz+zzlt+zz +a. 

d ++ ta3tb3'tca*ataepe. 

€) *—*2 ta +*ayza—* 1403. 

D + tatbe/x+2/yz. 
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11-5-2. Se utilizează inducția după n > 2. Orice expresie aritmetică cu n operanzi conţine n — 1 
operatori. 


11.5.3. a. Sxyz — 4xy — 32; 
b. 


ie. eta, 
pr E 
z 

d. ((x + 3a)y — D +20 + 5). 


Deoarece 2 — 10 = 24 obținem un arbore binar complet cu 6 virfuri terminale pe ni- 
velul 3 şi 4 virturi terminale pe nivelul 4. 


1.5.5. Dacă alfabetul conţine literele a,, a, ..-, a; în această ordine, deci putem scrie : a. < 
a = -.. = as, ordinea cuvintelor formate cu aceste litere într-un dicționar se defineşte 
astfel + cuvintul => xi... spunem că este mai mic decit cuvintul y = yu. -ym şi el va fi 
seris în dicţionar înaintea cuvîntului y dacă 

a) x este un început propriu al lui , adică m > n şi x, = g, Xa = ymsau: 

b) există un indice p > 1 astfel încit: x, = pu, Vi Și 29 <yp 

Această relaţie de ordine este o relație de ordine totală, adică pentru x si y avem sau x < y 
sau y < x. 


n poa 


11.5.6. Întii se sortează cele 1 000 000 de numere, adică se obține un şir : 
a Gal. i i anca ee: 


Apoi se parcurge secvențial lista acestor numere, mărind cu o unitate valoarea unui contor c 
de fiecare dată cînd intilnim un nou număr, conform următorului algoritm : 


le; s | 
2,ti 
"8. î = 1.000.000? Dacă da, ne oprim. Dacă nu, trecem la pasul tirmător ; 
4. apa > a4? Dacă da, c— c + | şi mergem la 5. Dacă nu, mergem la 5. 
5. ii +1 şi'se merge la 3. 


La siirşitul aplicării algoritmului valoarea variabilei c va indica răspunsul la problemă. 


5;7, Dacă comparăm toate cele Ci, perechi de cuvinte binare trebuie să facem 8 002 000 
comparații. 

Pentru a reduce numărul comparațiilor, procedăm astfel : Se sortează întti fişierul, astfel 
încit a < a, < ... < am. Trebuie să verificăm condiția a, + a; = c, unde suma se face în 
baza 2 şi c== 11,..1+. Ținind seama că fişierul este sortat, putem proceda astfel: 


1. îs 1, jo 4001 şi apoi se repetă pasul 2 pînă cînd j si; 
2. Dacă a. + a, = c, se tipăreşte perechea fa, aj). Se stabileşte îi +1, j-j-—1i 
Dacă a +a, <c, se face ii + E 
Dacă a + a; > e, se face j-— j — 


Se observă că la pasul 2 se fac cel mult n — 1 comparații cu c, dacă stat n cuvinte în fișier. 
Deci în cazul nostru se fac cel mult 4 000 comparații. Pentru a sorta cele 4 001. cuvinte binare, 
considerate ca numere scrise în baza 2, mai sint necesare cel mult 48 000 comparații. Rezultă 
un total de cel mult 52000 comparații. 


11.5.8. Se construieşte un arbore binar complet de sortare cu virfurile terminale pe cel mult 
două nivele consecutive. Cei n jucători se asociază celor n virturi terminale, fiecare nod tată 
avind asociat ciştigătorul meciului direct dintre cei doi fii ai săi. Ciştigătorul turneului va fi 
asociat rădăcinii arborelui. Pentru a găsi al II-lea cel mai bun jucător trebuie să joace între ei 
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văzut că sînt suficiente 7 = [loga n] comparații la nivelele 7, r —1, 
PR ial ecturie Dacă n = 2, acest număr de meciuri se reduce la r — 1, deoarece 
icaie nodurile terminale sînt la nivelul 7, deci trebuie făcute noi comparații Ia nivelele r — 1, 
Petz e sie de 
115.9. Algoritmul schimbă între ele oricare două numere vecine, dintre care cel mai mare se 
găseşte înaintea celui mai mic. La fiecare etapă indicele i are proprietatea că înregistrările 
Gun e. an se găsesc în poziţia lor finală. Dacă t = 0, înseamnă că şirul de numere obținut 
verifică proprietatea a, < ay pentru j= 1, ..., i — 1: Cum numerele as,u, -.+, au se găsesc 
în poziţiile finale, rezultă că şirul este sortat şi ne oprim. 

Dacă definim o inversiune ca fiind o pereche de numere fa, a,)cui <j şi a. > a;, rezultă 
că şirul a, :» Ga care trebuie sortat prezintă cel mult C? inversiuni, în cazul cînd a, > a. > 
> > au. Şirul a, . a. este sortat dacă şi numai dacă e! prezintă zero inversiuni. 

Dacă a; > aj, prin interschimbarea numerelor a, şi a;;+ între ele, şirul obținut are cu o 
inversiune mai puţin decit şirul de la care am plecat. Deci după un număr finit de interschim- 
bări obținem un şir cu zero inversiuni, deci un şir sortat. 


11.65.10, Se compară primele numere din cele două şiruri sortate, iar cel mai mic se trece în 
şirul final. Se repetă operația pentru şirurile obţinute ş.a.m.d. Cînd unul din şiruri este epuizat, 
toate numerele rămase în celălalt se trec în şirul final, ele fiind cele mai mari elemente din cele 
două şiruri. Putem deci scrie: 


1. Se stabileşte î— 1, j= 

2. Dacă a,  b,, mergi la pasul 3, altfel treci la pasul 5. 

3, Se fac atrihuirile cu — a, &+- k +1, î+- i + 1. Dacăi < m, mergi la 2. In caz contrar, 

treci la pasul următor. 

4. Stabileşte (cu, -.., cmșn) = (by, ---+ bu) şi termină algoritmul. 

5. Stabileşte cx+- by kk +1, js j +1. Dacă j < n, mergi la 2, altfel. treci la pasul 

următor. E 

6. Stabileşte (c,, . 

La paşii 4, respectiv 6 ajungem cind unul din şiruri este parcurs în întregime, copiind în 
Şirul final, ceea ce a mai rămas din celălalt şir. 

La [iecare comparaţie de la pasul 2 transmitem în şirul final cu, -. ., Cm+acel puţin uni număr, 
la paşii 3 sau 5. Deoarece ultimul număr este trecut în şirul final fără nici o comparatie, rezultă 
că acest algoritm de interclasare necesită cel mult m + n — 1 comparații. 

Acest număr maxim de comparații este atins cînd de exemplu avem max (a,, 


Sb şia,> 5. 


LI ă 


- se Emin) (au ---, am) şi termină aplicarea algoritmului. 


au) 


11.5.11. Algoritmul de căutare este următorul : 
Lil 
2. b= a,? Da: Stop. Căutarea a avut succes. Nu: Treci la pasul următor. 
3. b < a, ?.Da: Stop. Căutarea nu a avut succes. Nu: Treci la pasul următor. 
4. i= 42 Dă: Stop. Căutarea nu a avut succes şi b > as. 
Nu: îi 1 şi se merge la pasul 2. 


M.5.12. În cazul arborelui de căutare din figura 11.48 numărul total de comparații în cazul 
unei căutări cu succes este egal cu 8. 
Deci numărul mediu de comparații în cazul unei căutări cu succes este egal cu = =2 


comparații. 
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Dată b < a, ajungem în nodul terminal numerotat cu 0 şi facem 2 comparații: cu a, şi 
cu a, ete. 
Deci numărul total de comparații pentru căutările fără succes este egal cu 12, iar numărul 
Și 12 ăi 
mediu este egal cu 2: = 2,4 comparații. 


Pentru arborele de căutare din figura 11.49 obţinem în mod analog numărul mediu de 
comparații pentru căutarea cu succes egal cu 2,5 comparații. Pentru căutarea fără succes numă- 


rul mediu de comparații este egal cu 2,8. 
Rezultă că arborele de căutare din figura 11.48 este superior arborelui din figura 11.49 în 
ceea ce priveşte realizarea unui mumăr mediu cît mai mic de compar: 


115.13. Se poate aplica următoarea idee : Ori de cîte ori o înregistrare a fost localizată îu succes, 
ea este deplasată la începutul benzii, provocînd translaţia celorlalte înregistrări, în aceeaşi 
ordine, către sfirşitul benzii. 

După ce s-au făcut un număr de căutări cu succes ale înregistrărilor de pe bandă, înregis- 
trările mai des căutate vor ocupa poziţii mai apropiate de începutul benzii. 


Cap. Il 
111.1;1. Se găsesc 4 drumuri care folosesc arcul (1, 3) şi 4 drumuri care folosesc arcul (1, 2). 
Singurele circuite elementare sînt circuitele de lungime 2: (3, 4, 3) şi (5, 6, 5). 
111.1;2, Atit în suma gradelor de intrare cit şi în suma gradelor de ieşire fiecare arc este numărat 
o dată şi numai o dată, deoarece iese dintr-un virf şi intră într-un singur viri. 


111.1.3. Oricare pereche de viriuri (x, y) cu x 4 y poate fi unită prin zero arce, prin arcul (+, y), 
prin arcul (4, x) sau prin ambele arce (x, 4) şi (y, x). Rezultă în total 40% == 2" ”” grafuri ori- 
entate cu n virfuri. Dacă graful este complet prima posibilitate este exclusă, Deci există 30% 


grafuri orientate şi complete cu n viriuri: 


1.1.4. Conform definitiei, relaţia binară este relativă şi simetrică. Pentru a arăta că este tran- 
zitivă, se observă că dacă D, este un drum de la'x la y şi D, este un drum de la y la z, atunci 
există un drum D, de la x la z obținut din şirul virfurilor lui D, care se continuă cu şirul virfu- 
rilor din Ps: D= (%, cnc pi e, 2). 

In mod analog se arată că există un drum şi de la zla x. 

Pentru graful din figura III.1 componentele tare conexe sint următoarele: (1, 2, 3), (4), 
15), 46, 7, 8). 

111.15. Dacă D nu este drum elementar, fie z primul viri întîlnit în sensul de Ja x la y care se 
repetă în şirul de virfuri care îl defineşte pe D- Vom suprima din D subşirul de virfuri cuprins 
între prima şi ultima apariţie a lui z în şirul D, păstrînd în D o singură apariție a lui z. Aplicăm 
acelaşi procedeu pentru drumul obținut, pină la găsirea unui drum elementar de aceleaşi extre- 
mităţi. 

111.1.6. Vom presupune prin reducere la absurd că graful-turneu G nu conţine un drum ele- 
mentar care trece prin toate virturile grafului. 

Fie D = (x, x, ..., x,) un cel mai lung drum elementar al lui G. Va exista un viri y 
diferit de x,, ..., xp. Graful fiind complet, y este legat prin arce cu virfurile x, Ei 

Dacă există arcul (v, x;) obținem un drum mai lung ca D, ceea ce contrazice presupunerea 
făcută. 

Deci există arcul (x, y). Analog, dacă există arcul (+;, ), obținem un drum mai lung ca D. 
Deci există arcul (4, x,). Vor exista deci două virfuri consecutive x, şi ++ ale lui D pentru 
care arcele care le unesc cu y să aibă sensuri contrare şi anume să existe arcele (,, 4) şi (V, Xe) 
Am obţinut iarăşi un drum mai lung ca D şi anume: (x4, Xa, -.-, Xa, U, Xayus ---v Xp), Ceea ce 
este contradictoriu. 

Deci D conţine toate virfurile gratului G. 
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.7; Egalitatea 1) exprimă faptul că fiecare virt este incident ci exact n — | arce: Pentru a 
demonstra 2) se tine seama de problema III.1.2 şi de faptul că orice gral-turneu are Ci arce. 
Pentru a demonstra 3) se înmulțește 1) cu e respectiv cu s, și se insumează-egalităţile obți. 
mute, ținind seama de 2). 

IM.1.8. Se va alege pentru x un virt pentru care d+(+) este maxim în G. 

112.1. Se obtin-două drumuri critice de lungime egală cu 16 şi anume: (1, 2, 5, 6) şi (1, 3, 7, 
8). Deci data terminării lucrării este 1, = 16. 

2.2. Se obține graful programului din figura V.4. Drumul critic este (1, 2, 3, 5, 6). Inter- 
valele de fluctuaţie au fost reprezentate în pătrăţele asociate virturilor şi marginile totale ale 
operaţiilor au fost trecute în paranteze lingă arcele respective, 


3. Să presupunem prin reducere la absurd că pentru orice viri x al grafului avem pd s.a 
+ X») un drum elementar care are un numâr maxim de arce în graful G. 
-» Xp). deci există un indice £ astfel incit 2 < & < p şi x, a p(xi) 
elementar în graful G: 


LILĂ 
Fie D= (x, x 
Rezultă că p(x,) C 4 
Am obținut un circuii 


Cre (ăn, a ese a i), 


ceea ce contrazice ipoteza că G este fără circuite. In mod analog sc demonstrează existența 
unui viri cu proprietatea s(y) == , considerînd extremitatea x, a-drumului D. 

111.2-4, Deoarece ficeare din cele două arce disjunctive poate avea două orientări, rezultă în 
total 4 grafuri de activităţi. Dintre acestea, graful cu o lungime minimă a drumului critic, egală 


cu 16 unități, se obține dacă alegem arcul (3, 2) cu durata 6 şi arcul (5. 4) cu durata 3. Deci 
trebuie ca evenimentul 3 să preceadă evenimentul 2 şi evenimentul 5 să preceadă evenimentul 4. 


1.3.1. max, = 9. 


111.9,2. Se găseşte fluxul. maxim în. rețeaua obţinută din reţeaua dată prin înmulţirea capaci- 
tăților tuturor arcelor cu [2, 3, 11] — 66. Apoi se revine la reţeaua iniţială, împărțind, toate 


componentele: pe arce ale fluxului maxim astfel obținut prin 66. Se găseşte max f, = 35 o 
tăietură de capacitate minimă are suportul A = (2, 3, 4, 5, 5). i 


111:3.3. Reţeaua de transport asociată problemei are virfurile x; 3, 4, wi, vs, Vu -ihtrarea a 
si ieşirea d. Arcele (a, x) au o capacitate egală cu a, şi arcele (y., b) au o capacitate egală cup, 
pentru î = 1, 2, 3. - Si 
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Arcelor de forma (x,, y,) le-vom asocia o-capacitate egală cu cantitatea de produse care 
pot îi transportate din x, în g,. Un flux coripatibil cu capacitățile arcelor reprezintă un plan de 
transport posibil. Fluxul f» va reprezenta cantitatea totală de produse transportate din centrele 
x, în centrele ,. Aplicînd algoritmul -lui- Ford-Fulkerson se găseşte un flux maxim ale cărui 
componente pe arcele (x, y,) ne dau următorul plan optim de transport, care utilizează tot 
disponibilul de la centrele x;, 2, x: 


Pe 


Cantitatea de produse transportate este egală cu f, = 33 + 19 + 68 = 120 unităţi, Soluţia 
problemei nu este unică. 

11.3.4. Deoarece a $ A şi b e A, rezultă că drumul D va contine cel puţin o pereche de vir- 
turi vecine x, şi x+ astfel încît x, € A şi x, & A. In acest caz arcul (xp x) e o(4). 


111.3.5. Graful din figura 111.15 este o reţea de transport, unde costurile de instaăre a posturilor 
de control devin capacităţi ale arcelor. 
In accastă rețea trebuie să determinăm o multime de arce astiel încit orice drum de la 


1a b să conțină cel putin un arc din această mulțime, iar suma capacităților acestor arce să fie 
minimă, 


Această mulțime de arce formează o tăietură de capacitate minimă. 

Aplicind algoritmul lui Ford-Fulkerson găsim o tăietură de capacitate minimă, de suport 
A= 4, by, deci o (4) = 4, 4) (5, D,(5, BD, (6, D)şic(o(4A)h=24+2+6+5= I5uni- 
tăți. Rezultă că posturile de control care supraveghează toate drumurile din a în b trebuie 
amplasate pe arcele din mulţimea w-(A), cu un cost total de instalare de 15 unităţi, 

.. Se găsesc activităţile critice ale grafului din figura 111.16, care sint : (1, 2), (2, 3), (3, 6), 
(3, 4), (4, 5), (6, 6), (5, 7) şi (6, 7). Aceste arce formează graful parțial din figura V.5. 


2 3 


Fig. V.5 


Asociind arcelor din figura V.5 costurile din tabelul dat, se obține o rețea de transport cu 
intrarea 1 şi ieşirea 7, pentru care aceste costuri pot fi interpretate drept capacităţi ale arcelor. 
Problema revine la a determina o mulțime de arce, astfel încît orice drum de la 1 la 7 în 
graful din figura V.5 să conţină cel puţin un arc din această mulţime, iar suma capacităţilor 
acestor arce să fie minimă. Conform discuţiei de la problema precedentă, trebuie să găsim o 
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TIPOZE 
2jon33 în, 


1UVIS 


TA "2 


GA "1 


.. 


tăietură de capacitate minimă în reteaua de transport din figu:a V.5. Această tăietură este 
formată din arcele (5, 7), (5, 6) şi (3, 6), de capacitate 1 +1 +43 

Rezultă că costul minim pentru scurtarea duratei întregii lucrări cu o unitate este egal 
Cui 5 şi el se realizează dacă scurtăm cu cîte o unitate duratele operațiilor critice (3, 6), (5, 6) 


şi 6, 7. 


Cap. IV 


IV.1:5. 1. Nu, deoarece M nu se anulează şi algoritmul nu se termină. 2. 225, 4. Pas Lu au: 
Pas 2. p+— sa; Pas3.0+-u+pX asi Pas. 4. p—pX i; Pas 5. v-vt+pXa, 

pr PX ai Pas 7. vu o +pX ai Pas 8. pr pX ai Pas 9. oc vip 
Term. alg. 5. Pas 1. Dacă X — Y urmează pas 5; Pas 2. Dacă X — Z urmează pas 4; Pas 3. 
Ve X urmează pas 7; Pas 4. Ve- Z urmează pas 7; Pas. 5 Dacă Y < Z urmează pas 4; 
Pas 6. V -— Y; Pas 7. Term. alg. 6. Pas |. a,+- a; Pas2. bi a X xa4-d; Pas. cuc d X 
X Xa he; Pas4. rc. X zu + d; Pas 5. Term. alg. 7. Pas |. S+- 0; Pas2. /+- 0; Pas3. 
Ta; Pas 4. S- S+7; Pas 5. 7 TXg; Pas6. 11 +1; Pas 7. Dacă In 


urmează pas 4; Pas 8. Term. alg. 8. Se foloseşte formula CE= cz: Pas 1.70; 


Pas 2. C— 1; Pas 3. Dacă / = & urmează pas 6; Pas 4. C- Cx (n— 1/4 — 1) urmează 
pas 3; Pad5. /+ 1 + 1; Pas 6. Term. alg. 

1.2.2. 1. (vezi fig. V.6). 2. (vezi fig. V.7); 3. 584; 133. 4. (vezi fig. V.8). 5. Pas 1. y+— LEI 
Pas 2, / 4; Pas 3. Dacă / < N urmează pas 5; Pas 4. Term. alg.; Pas5. /+ / + 1; Pas6. 
V«- V2V + d/V) urmează pas 3. 6. a) Pas 1. S+ 1; Pas2. /+— 1; Pas3. K+ 1; Pas 4. 
Dacă / s N urmează pas.8; Pas 5. J«- 1 +1; Pas6.K— K +2; Pas7. S—S+Khur- 
mează pas 4; Pas 8. Term, alg. b) Pas 1. S+— 0; Pas2. K 1; Pas3. 7 1; Pas 4. Dacă 
K > N urmează pas 8; Pas 5. S+ S + 7; Pas6. K+ K+ 1; Pas7. To 7 K urmează 
pas 4. Pas 8. Term. alg. c) (vezi fig. V.9). 
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